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ResSeni 3. série

Uloha C3. Jedsn graf s n vrcholy a ¢ hranami, které jsou v néjakém poradi ocislovany 1,...,q.
Rekneme, Ze talﬂ v grafu je rostouci, pokud ¢isla jeho hran tvorfi rostouci posloupnost. Dokazte,

Ze v grafu existuje rostouci tah tvoreny alesporn 27‘1 hranami.

Reseni. Do kazdého vrcholu umistime vojacka. Plukovnik bude postupné vyvolavat &isla 1 az
q. Kdyz vyvola ¢islo ¢, tak vojacci na vrcholech i-té hrany prebéhnou po hrané a prohodi se.
Dohromady tedy vojacci ubéhnou vzdalenost 2q. Takze alespon jeden z nich ubéhne vzdalenost
alespon %, ale protoze plukovnik vyvolava ¢isla v rostoucim poradi, tento vojacek ubéhne

rostouci tah délky alespoii 22.

Alternativni Te§eni. Zkusime si rozmyslet, kdy by tvrzeni mohlo neplatit. Budeme postupné
ptridavat hrany se vzrustajicimi Cisly a jedina mista, kde by se to mohlo pokazit je, ze pfidavame

k-tou hranu a
] 2

n n
Bud pred pridanim k-té hrany uz graf obsahoval tah délky a a je to dobry, nebo tam tu hranu
pfidame a musime doufat, ze se objevi tah délky a. Nové pfidana hrana mezi vrcholy w, v urcité
prodlouzi tahy kondéici v v a v, takze aby se to pokazilo, musi ve vrcholech u i v koncit tah
délky nejvysSe a — 2 a zaroven ve vSech ostatnich vrcholech budou koncit tahy délek nejvyse
a — 1. Dame to dohromady a zjistime, ze pro soucet pfes vSechny vrcholy délek nejdelsich taht
koncicich v téch vrcholech, ktery oznadime S, plati

S<(n—2)(a—1)+2(a—2)=an—2—n.

Ted vyuzijeme rovnost [[] a z ni plynouci nerovnosti

2k
a—1< —,
n
an —n < 2k,
S<an—n—2<2k—2,
S <2(k—-1).

Na druhou stranu jsme si uz vyse uvédomili, Ze pridanim hrany spojujici vrcholy u a v, prodlou-
zime nejdelsi tah koncici v u i v, takZe po pfidani prvnich k — 1 hran musi platit S > 2(k — 1);
proto se to nikdy nepokazi a tvrzeni plati.

Pozndmky opravujictho. Naprostd vétsina doslych FeSeni (t¥i) vyuzila stejnou myslenku jako
alternativni feSeni a indukci dokazovala, ze soucet délek nejdelsich tahti po pfidani k-té hrany
je alespon 2k, z ¢ehoz z Dirichletova principu plyne dokazované tvrzeni. Alternativni vzordk se
pokusil na totéz jit z opacné strany a jakoze pfirozené dosel k tomu, Ze nas zajiméa soucet délek
nejdelsich taht koncicich v jednotlivych vrcholech. Obecné je v teorii grafi asi nejobvyklejsi
dokazovaci technika indukce, tak neni Spatny napad ji v tlohach hledat. (Vasek Vorécek)

Uloha N3. Je déna funkce f : N — N takova, ze pro libovolna a,b € N plati, e max{f(a), b}
Jje ndsobkem cisla f(ab). Rozhodnéte, zdali musi existovat nekone¢né mnoho pfirozenych éisel k
takovych, ze f(k) = 1.
Reseni. Sporem ukéZeme, Ze existuje nekone¢né mnoho k € N spliiujicich f(k) = 1. Piedpokla-
dejme, Ze jich existuje koneéné mnoho, a nejvétsi z nich oznaéme kmax. Pro vSechna n > kmax
potom plati f(n) # 1.

1Tedy takové posloupnost hran, v niz se zadné hrany neopakuji a lze je v daném potadi
nakreslit jednim tahem.
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Uvazujme libovolné liché prvoéislo p > max{f(1), kmax }, ze zadani plati
f(1-p) | max{f(1),p} =p.
Jedini délitelné p jsou 1 a p, ale f(p) # 1, takze f(p) = p.
Nyni indukci ukdzeme, Ze pro vSechna n € Ny plati f(2"p) = p. Pro n = 0 uz jsme tvrzeni
dokézali, dale piedpokladejme f(2"p) = p. Nyni miZeme upravit
F@"Hp) = f(2"p-2) | max{f(2"p), 2} = max{p,2} = p.
Ziejmé 2" 1p > p > kmax, takize f(27T1p) # 1, a proto f(27T1p) = p.
Uvazujme n takové, ze 2™ > p, potom plati
p=f(p-2") | max{f(p),2"} = 2"

To je ovSem spor, existuje tedy nekoneéné mnoho k € N takovych, ze f(k) = 1.
(Pepa Minafik)

Uloha A3. Je déno reslné ¢islo 1 < t < 2. Dokazte, ze pro kazdé dostatecné vysoké prirozené
¢islo n Ize zvolit g, ...,en € {1,—1} tak, ze

lent™ +en_1t" "t 4 ert + 59 — 2020 < 1.

Reseni. Uloha od nas chce, aby sme ,nastavili“ znamienka pred mocninami t* tak, aby vyraz
ent™ 4+ - - + eotY bol &o najblizsie k 2020, kde ¢}, predstavuji znamienka + alebo —. Rozumne
vyzera, ked znamienka uréime v poradi od velkych mocnin t* po mensie mocniny ¥, pretoze
pomocou velkych mocnin t¥ sa akoby nastavime blizko ku 2020 a potom budeme vediet aké
znamienka dat pred malé mocniny aby sme to doladili uz presne.

Povedzme, ze uz mame urcené ey, ..., e, oznacime si vyraz

Si = ent™ 4 - - - + ext* — 2020.

Teraz uréime ;1 tak, ze ak S, < 0, tak ex,_1 = 1 a ak S > 0, tak e 1 = —1, teda aby
sme s vyrazom Sy_1 = Sy + e,_1t*~1 ostali &o najblizsie pri 0. To, ze ako blizko pri 0 sme,
vyjadrime matematicky a dokdzeme indukciou.

Povedzme si este, Ze nase dostato¢ne velké n bude také, aby platilo " > 2020. T4to vlastnost
sa dalej vyuzije len na jednom mieste v dokaze, vSimnite si kde.

Lema. Pre dostato¢ne velké n vieme nastavit ey, ..., e, tak, aby
|Sk| = lent™ + -+ - 4 ext® — 2020] < tF.
Doékaz. Indukciou podla k zostupne. Pre k = n mame [t" — 2020| = t"™ — 2020 < t". Teraz

predpokladajme, ze Lema plati pre k a chceme ju dokazat pre k — 1. Potrebujeme dokézat
|Sk_1| = |Sk + ex_1t*~ 1| < t*~1. Rozoberme dva pripady.

e Ak Sy > 0, potom Sy_; = Si, — t*~! a plati
< gy — Rl < gk bl (= )Rl < R

pri¢om prva nerovnost plati vdaka Sy > 0, druhd z indukéného predpokladu vdaka Sy <
t* a tretia vdaka t — 1 < 1. Tak#ze sme skutoéne dostali |Sy_1| = |Sk — tF~1| < tF—1.

e Ak S; <0, potom Sy_1 = Si + t*~ 1 a plati
_tk:—l < —(t— l)tk_l —_ _tk: +tk:—1 < Sk _,’_tk—l < tk_l,

pricom prva nerovnost plati vdaka t — 1 < 1, druhd z indukéného predpokladu vdaka
S > —tF a tretia vdaka Sy < 0. Takze sme opit dostali [Sy_1] < tF~1. O
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Teraz uz len staéi zvolif k = 0, dokézali sme |Sp| <t = 1, a teda dostavame
lent™ + - - - 4+ e0t® — 2020] < 1.
(Tom4&s Sésik)

Uloha G3. Budiz ABC ostrotihly trojiihelnik se stiedem O kruznice opsané a tézistém G. Necht
je D stred tsecky BC a E bod na kruznici s pramérem BC, ktery zaroven splnuje AE 1 BC.
Dale necht je F prisecik piimek EG, OD a body K, L necht lezi na pfimce BC tak, ze FK || OB,
FL || OC. Body M, N necht lezi po Fadé na pfimkach AB, AC tak, ze MK 1 BC, NL L BC.
Konec¢né necht je w kruznice, ktera se dotyka piimek OB, OC' po fadé v bodech B, C. Dokazte,
ze kruznice opsanda AMN se dotyka w.

Reseni. Ozna¢me H ortocentrum ABC a H,, Hy, H. postupné paty z vrcholi A, B, C. Ozna-
¢me Y, Z pruseéiky OD postupné s AC a AB. Pak AAHH, ~ ANACH, ~ AYCD. Ze stejno-

lehlosti skrz G je “2?‘ = %. Dale rovnobézkovym promitanim

|IDF| _|DL| _|YN|
|OF| ~ |CL| ~ |CN|’
Tedy celé utvary AHH,E a YCDN jsou podobné, tedy specidlné AEHH, ~ ANCD. Z této

podobnosti a obvodovych thla tedy |[<CDN| = |[<EH,H| = |<ECB|, jelikoz Hy, lezi na kruznici
s pramérem BC'. Analogicky dostaneme, ze |<M DB| = |<EBC|, tedy

|<MDB| + |[<CDN| = 90°.

/

Takze |[<MDN| = 90°.




Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS 3. série

Oznaéme V = ODNMN. Protoze |DL| = |DK|, tak z rovnobéznosti [V N| = |[MV]|, tedy V
je stfed M N. Protoze je trojuhelnik M DN pravouhly, tak V je stfed kruznice opsané (M DN).
Zaroven OD | BC, tedy kruznice opsand (M DN) se dotykd BC v D.

Ozna¢me T prise¢ik?] kruznic (AMN), (BM D), (CDN). Pak

|<BTC| = 360° — (|<MTB| + |<CTN|) — |<MTN| =

= 360° — (|<MDB| + |<CDN|) — (180° — |<BAC|) =

= 360° — (90°) — 180° + |<BAC| = 90 + |<BAC].
Oznacime S stifed w. Pak |[<BSC| = 180 — 2|<<BAC|. Tedy z obvodového thlu lezi T na w.
Nyni jiz dokdzeme pomoci tGsekového thlu na kruznici (M DN), ze se w a (AMN) dotykaji v T
Ozna¢me 6 Ghel mezi teénami v T ke kruznicim w a (AMN). Plati

|[<CTN| 40 = |<CBT| + |<TMN| = |<DMT| + |<TMN| =
= |<DMN| = |<CDN| = |[<CTN]|.

(Radek Olsak)

2Rik4 se mu Miqueltv bod M, N, D vzhledem k ABC.
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