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ResSeni 1. série

Uloha Al. Je d4na n-prvkova mnozina A kladnych realnych cisel. Dokazte, Ze pro nejvyse n —2
riznych celych éisel k Ize zvolit navzdjem rizna a,b,c € A, ktera splni a + b+ ¢ = 3k.

Reseni. Rekneme, ze néjaké k vyhovuje pro mnoZinu A, pokud existuji po dvou riizna a, b,c € A
takova, ze a + b+ ¢ = 3.
Postupujme matematickou indukci:
(a) Necht n = 3. Poté mame v mnoziné A jen jednu trojici, tedy skutecné vyhovuje nejvyse
jedno k.

(b) Necht pro né&jaké n > 3 plati, ze pro kazdou n-prvkovou mnozinu M vyhovuje nejvyse
n — 2 ruznych celych k. Uvazme libovolnou mnozinu A s n+1 prvky agp < a1 < - -+ < an.

(i) Necht ay, neni v zadné trojici prvki z A se souctem 3¢ pro celé £. Vime, ze mnoziné
A\ {an} vyhovuje nejvyse n — 2 riiznych k (indukéni pfedpoklad), mnoziné A ale
vyhovuji pravé ta stejna k. Tedy v tomto pfipad€ jich vyhovuje dokonce méné nez
(n+1)—2.

(i) Necht existuji z,y € A, ¢ < y < an takovd, Ze & + y + an = 3¢ pro né&jaké celé £.
Jisté plati an > 3¢~1 (jinak je soudet piilis maly) a an < 3¢ (protoze z,y > 0).

Z toho ale plyne, Ze a, neni ve trojici se souctem 3¢ pro zadné celé ¢/ # £. Pro
/
0 < {ltoplynez an, >3 >3 aprol >0z

an + 2’ +y < 3an <3-3¢ <3

pro kazda z’,y’ € A.

Opét se podivejme na mnozinu A\ {an }. Jediné ¢islo k, které vyhovuje pro mnozinu
A a (mozna) nevyhovovalo pro mnozinu A \ {an}, je £. Vech ostatnich souétii 3¥
pro celé k jsme dosahli trojici bez an, tedy trojici z A\ {an}. Tedy pfibylo nejvyse
jedno k, a diky indukénimu pfedpokladu jich tedy vyhovuje nejvyse (n + 1) — 2.

V kazdém pripadé tak tvrzeni plati i pro n 4+ 1. Tim je dikaz dokoncen.

Poznamky opravujiciho. Vétsina feSeni byla spravné. Obcas nékdo fekl ,,vezméme nejvétsi vy-
hovujici £ (nebo néco podobného), aniz by zdivodnil, Ze n&jaké k vyhovuje. Protoze vynechany
pripad byl trivialni, body jsem za to nestrhéaval, ale davejte si na takové véci pozor.

(Vaclav Jandcek)

Uloha C1. Necht S je n2-prvkovd mnozina bodi v roviné se soufadnicemi (z,y) pro z,y €
{1,2,...,n}. Alespori gn — 1 bodii z S je obarveno cervené. Dokazte, Ze néjaké étyii cervené
body lezi na jedné kruznici.

Reseni. Dokazeme, ze medzi gn — 1 bodmi bude existovat rovnoramenny lichobeznik stimerny
BUNV podla zvislej osi.

Kazda dvojica bodov s rovnakymi z-ovymi suradnicami definuje os tejto dvojice, ako priemer
ich y-ovych stradnic. Pokial nidjdeme dve takéto dvojice s réznymi y-ovymi stradnicami, no
rovnakymi osami, budeme mat najdeny rovnoramenny lichobeznik.

Nech pocet bodov s rovnakymi xz-ovymi stradnicami v i-tom riadku (riadok mé rovnaké
z-ové sturadnice) je a;. Potom, ak si ozna¢ime tieto body postupne zlava doprava 1,2, ..., 1, tak
konstrukcia pre 2a; — 3 dvojic bodov so vzdjomne roznymi osami z tohto riadku je napriklad:
(1,7), G+1,I)a(1,j+1) pre j € {1,2,...,a; — 1}. (Taktiez buda fungovat aj dvojice (j,j +1)
a (j,j + 2) pre vsetky ,,vhodné* j.)
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Preto mozme spravit odhad poc¢tu (pre spor roznych) osi ako

n

n
> (2a;—3) =2 a;—3n > (5n—2) —3n=2n—2.

i=1 i=1

Avsak pocet vSetkych moznych osi v tabulke je 2n — 3, pretoze os je priemerom a pocet réznch
hodnét suctov z-ovych stradnic dvojic bodov st najviac v8etky hodnoty od 1+2 do (n—1)+mn,
¢o je prave 2n — 3, teda nejaké dve dvojice bodov maji spolo¢nii os a té uz identifikuje hladany
tetivovnik.

Pozndmky opravujictho. Poclas hodnotenia som sa snazil ¢iasto¢ne ocenit, ak ste si v§imli, ktoré
Specifické tietivovniky je mozné v mriezke hladat. Vam, ktori ste za tlohu ziskali mélo bodov,
by som vytkol, Ze ste sa snazili zovSeobecnit konstrukcie, ktoré mali byt nejakymi ,krajnymi
pripadmi“, pre ktoré vSak existovali invarianty ako prehodenie riadkov, popripade nepopisané
zov$eobecnenia malych pripadov. A tak. (Martin Andric¢ik)

Uloha N1. Necht N zna¢i mnozinu kladnych celych cisel. Najdéte vSechny funkce f: N — N,
které sphiuji f(n) | f(m) 4+ n —m pro libovolnd n,m € N.

Reseni. UkéaZeme, Ze feSenimi jsou pravé funkce ¢tyi druhti: f(z) = = + c pro nezdporna celd
¢isla ¢, konstantni funkce f(z) =1 a dvojice funkci

1, je-li x liché 2, je-li x liché
flx) = { ’ flz) = { '

2, je-li x sudé, 1, je-li x sudé.

Dosazenim snadno ovéfime, Ze toto jsou FeSeni, zbyva tedy ukéazat, ze jina FeSeni neexistuji.
Zafixujme n a uvazujme dvé rtiznd mi, ma. Potom zadané délitelnost dava

fmi)+n—mi = f(m2)+n—ma2=0 (mod f(n)),
f(m1) —m1 = f(m2) —m2  (mod f(n)). 1
Ozna¢me déale obor hodnot f jako S a rozliSme dva pfipady podle toho, kolik ma prvka.

(i) Necht je S nekoneénd mnozina. Pak ukdzeme, ze f(m) —m je konstantni. Pro spor necht
f(m1) —m1 # f(m2) — ma. Potom diky nekoneénosti (a tedy neomezenosti) S muzeme
zvolit n tak, aby f(n) > |[(f(m1) —m1) — (f(m2) — m2)|. Nésledné z (1) dostaneme, ze
rozdil hodnot f(m) —m pro mi a ms je nenulovy nasobek f(n), takze

f(n) < [(f(m1) —ma) = (f(m2) —m2)| < f(n),

coz je spor. Ur¢ité tedy f(m1)—m1 = f(ma)—ma pro kazda dvé mq, ma, takze f(m)—m
je rovno jisté konstanté c. Potom uz f(x) = z + ¢ a kvili f(1) € N musi byt ¢ nezadporné
celé.

(ii) Necht je S kone¢nd mnozina. Ozna¢me r pocet jejich prvki, k jeji maximalni prvek a £
nejmensi spoleény néasobek jejich prvka. Pak diky k | £ a tomu, Zze v S mame r raznych
prirozenych cisel, urcité plati

0> k> (2)
Rozdélme prirozena ¢isla na r skupin podle toho, jakou maji hodnotu f. Pokud m1, ma
lezi ve stejné skupince, pak se zjednodusi na mi; = ma (mod f(n)). Kdyz tedy ddme
dohromady tyto kongruence pro vSechna n, ziskdme mi = mo (mod ¢). To znamen4,
ze kazda skupinka podle hodnoty f, kterych je r, musi byt celd obsazena jen v jedné
zbytkové t¥idé mod ¢, kterych je £. Ale kazdé pfirozené ¢islo musi byt obsazeno v néjaké
skupince, takze r > £. Dohromady s (2) tak mame

l=k=nm,
2
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a nutné tak S = {1,2,...,7}. Z rovnosti £ = r navic plyne, ze kazda skupinka podle
hodnoty f musi obsahovat vSechna ¢isla ze své zbytkové tiidy mod £.
Dale ukdzeme r < 2. Kdyby r > 3, pak uz je specialné ¢ spoleénym nasobkem nesoudél-
nych ¢isel r a r — 1, takze

r=0>r(r—1)>r-2>mr,
coZ je spor.
Nyni pro » = 1 musime dostat konstantni funkci f(z) = 1. Pro » = 2 musi f nabyvat

dvou raznych hodnot — 1 a 2. Vime, ze f(z) musi jednoznaéné odpovidat zbytkové tiidé
x (mod 2), takZze nutné dostaneme jednu ze dvou funkci uvedenych v Gvodu.

Poznamky opravujictho. Na rozdil od vzorového feSeni vétsina feSiteld z dosazeni n = x + 1,
m = z a dosazeni n = x, m = x + 1 nahlédla, %e pro kazdé = € N je budto f(xz + 1) = f(x) + 1,
anebo f(z+1) = 1, z éehoz se nasledné snazila dobrat k feSeni néjakym vice ¢i méné pfimocarym
rozborem moznosti. Resiteliim, kteii se v nékterém z téchto pifpadt dopustili chyby & néjaky
ptipad opomenuli, jsem typicky strhl 1 nebo 2 body. Néktera reseni také ztroskotala hned na
zacatku, kdyz mylné usoudila, Ze a | b vzdy znamend a < b, coz v8ak plati pouze tehdy, kdyz
jsou a i b kladna, zatimco v této uloze mohla prava strana délitelnosti ¢asto byt nulova nebo
dokonce ziporna. (Matéj Dolezalek)

Uloha G1. Méjme trojithelnik ABC se stfedem kruznice opsané O. Oznac¢me Q kruznici opsanou
BOC' a w Feuerbachovu kruénicEl trojuhelniku ABC. Dokazte, ze spolecné vnéjsi tecny w a 2
se protinaji na vnéjsi ose uhlu BAC'.

Reseni. Aby tloha platila, musi byt trojthelnik ABC ostrouhly (za chybu v zadani se omlou-
vame).

Spolec¢né vnéjsi teény dvou kruznic se protinaji ve stfedu stejnolehlosti s kladnym koefi-
cientem, ktera na sebe tyto kruznice zobrazuje. Chceme dokézat, ze tento stfed stejnolehlosti
zobrazujici 2 na w lezi na vnéjsi ose tthlu BAC.

Oznacme stiedy stran AB a AC postupné S a T'. Stifed kruznice opsané trojuhelniku AST
oznaéime O’. KruZnici opsanou SO’T oznac¢ime T'.

INecht jsou Ag, Bo, Co stiedy stran BC, CA, AB trojuhelniku ABC. Feuerbachovou kruznici
ABC rozumime kruznici opsanou AgBoCp.
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Slozenim stejnolehlosti zobrazujici {2 na I' a stejnolehlosti zobrazujici I' na w ziskdme stej-
nolehlost zobrazujici Q2 na w, tedy tu, o jejimz stfedu chceme dokazat, ze lezi na vnéjsi ose thlu
BAC. Z Mongeovy véty vime, ze bude lezet na pfimce urcené stiedy prvnich dvou stejnolehlosti.
Stac¢i nam proto dokazat, zZe tyto dva stfedy lezi na vnéjsi ose ithlu BAC.

Ve stejnolehlosti se stfedem A a koeficientem % se zobrazi B na S, C na T, A na A. Proto
se zobrazi i O na O’. Tim padem se zobrazi Q2 na I'. Tudiz vime, %e A je stfed stejnolehlosti
zobrazujici Q2 na I'. Bod A urcité lezi na vnéjsi ose BAC, jak jsme chtéli.

Zbyvéa dokazat, ze stied stejnolehlosti zobrazujici I' na w, oznac¢me ho Y, lezi na vnéjsi ose
uhlu BAC. Dokazeme, zZe je to A-antiSvrk trojahelniku AST (tj. priseéik osy ST, kruznice
opsané AST a vngjsi osy thlu SAT, coz je vnéjsi osa thlu BAC).

Obrazy S a T ve zkoumané stejnolehlosti oznaéime postupné S’ a T’. Chceme dokazat, Ze
prusecik SS’ a TT', ozna¢me ho Y, je antisvrk. Protoze S a T jsou stiedy stran trojthelniku
ABC, lezi na w. Protoze lezi i na I" a S’ a T” jsou jejich obrazy ve stejnolehlosti zobrazujici
I na w, lezi i S’ a T’ na w. Zaroven musi platit ST || S’T’. Tudiz STT’S’ je rovnoramenny
lichobéznik. Takze Y opravdu lezi na ose ST

Nyni vyuhlime, Ze Y lezi na kruznici opsané AST. Tim padem uz budeme védét, Ze je to
antisvrk a budeme hotovi. Budeme pfedpokladat, Zze S'T” je ve stejné poloroviné od ST jako A,
opacny pripad by se udélal analogicky.

Uhel BAC oznagime a. Z véty o obvodovém a stfedovém thlu vime, ze |<SO'T| = 2«. Tudiz
obvodovy thel na w nad obloukem S’T” obsahujicim S a T je 2a. ProtoZe pfickovy trojuhelnik
je podobny trojuhelniku puvodnimu, w je Feuerbachova kruznice ABC a ABC' je ostrouhly, je
obvodovy tihel na w nad obloukem ST obsahujicim S’ a T’ roven a. Obvodovy tihel celé kruznice
je m, zaroveti STT’S’ je rovnoramenny lichobéZnik, takZe tihel nad obloukem S5’ neobsahujicim
T aT'je

2a+a—m 3 T

2 Ty
Uhel nad obloukem S’T’ neobsahujicim S a T je ™ — 2c. Tudiz plati
3 —
|<STY| = |<STT'| = 20— = +7—2a =2
2 2 2
Obdobné |4TSY| = 75=, takze |[<SYT| = a = |<SAT|. Tudiz Y opravdu lezi na kruznici
opsané AST), jak jsme chtéli, a diikaz je hotov. (Magdaléna Misinova)



