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Riesenia 2. série
Uloha N2. Nijdite vsetky funkcie f : N — N, ktoré pre Iubovolné m,n € N spliiaju

f(mn) = f(m)f(n)
m+n | f(m)+ f(n).

Riesenie.
Zadaniu vyhovuju funkcie f(n) = n® pre vietky nepéarne k. Lahko overime, Ze tieto funkcie
zadanie splhajt (a® +b* = (a +b)(a*~1 —a*=2b+ak=3b2 — ... 4 b*~1). Dokazeme, e ostatné

funkcie nevyhovuja.

Dosadenim 1 do prvej rovnice dostavame f(1) = 1. Dosadenim (n,n) do druhej podmienky
dostavame n | f(n). Predpokladajme, Ze pre nejaké prvoéislo p existuje prvoéislo g rozne od p,
ktoré deli f(p). Dosadme do druhej podmienky (ap,1), kde ap = —1 (mod ¢) (teda a je minus
inverz p modulo ¢). Dostaneme:

qlap+1]f(a)f(q) +1
Kedze q | f(q), tak aj ¢ | 1, ¢o je spor. Preto pre vSetky prvoéisla p neexistuje ziaden
iny prvoéiselny delitel f(p) okrem p. Teda f(p) = p*. Pozor, toto k méze byt rozne pre rozne
p. Dosadme do druhej podmienky (p,1). Dostaneme p* = —1 (mod p + 1), teda (—=1)* = -1
(mod p + 1), a preto k musi byt neparne pre vsetky p (p +1 > 2).
Zafixujme si p a nech f(p) = p¥. Dosadme do druhej podmienky (p~,m). Dostévame:

PN +m | p*N + f(m)

Vieme vsak, ze plati aj pIv +m | pFN 4+ mF. Po odéitani teda dostavame:

pYN +m | f(m) —m"

Pre fixné m, ak zvolime dostato¢ne velké N, lava strana bude vicsia ako pravd, teda musi
platit f(m)—mF = 0. Preto musi platit f(m) = m”*. Teda existuje neparne k také, ze f(n) = n*
pre vsetky n.

(Jakub,, Soso“Sosovicka)

Uloha A2. Pre vSetky kladné celé c¢isla n > 3 najdite najvidcsie realne cislo Cy,, také ze pre

Tubovolné po 2 rézne kladné redlne ¢isla a1, as ..., as, plati
al a2 az2n
+ S > Ch.
la2 —a3|  |asz — a4 la1 — az|

Riesenie. Ukazeme, ze C,, = n. Najprv dokdzeme, ze C), < n. Volme
(a1,a2,...a2n) = (k, 1+ k,2k, 1 4+ 2k...kn,1 + kn)

kde k je kladné realne ¢islo mensie ako 1. Po dosadeni dostavame, zZe nas skimany vyraz sa rovna

% +n+n(n+1)k > n. Volbou k bliziaceho sa k nule vidime, ze Cp, < n. Na dolny odhad
C, musime ukézat, ze zadany vyraz je vzdy vacsi ako n. Na to vyuzijeme odhad m >
a; i i

Kazda absolutna hodnota je nahradena nejakym a;, takze uvazujme orientovany

max(ai41,ai42) "
; . a
i vedie do —< (hrana
; ar

graf, kde vrcholy st nase odhadnuté zlomky. Pri¢om z kazdého vrcholu -

J
vedie tam, kde je menovatel prvého zlomku éitatel) . Mame 2n vrcholov a 2n hrén, to znamena,
ze existuje cyklus. Tiez si mézeme vSimnut, ze kazd4 hrana zviési index ¢itatela bud o 1 alebo
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o 2 modulo 2n, takze cyklus ma dizku asponi n. Teda mame aspoii n zlomkov kde sa mnozina
éitatelov rovna mnozine menovatelov, ¢o vyplyva z konstrukcie hran a toho, ze mame cyklus.
Jednoduchym pouzitim AG-cka na tento cyklus dostavame dokazované tvrdenie.

Pozndmky opravovatela. Vsetky 7-bodové rieSenia postupovali ako vzordk.
(Adam ,, Dzavo“ Dzavoronok)

Uloha C2. V rovine je danych 2024 fialovych a 2024 purpurovych bodov, Ze ziadne 3 nelezia na
Jjednej priamke. Dvojicu kladnych celych éisel (a,b) nazveme dobrou, ak existuje polrovina obsa-
hujtica a fialovych a b purpurovych bodov. Kolko najmenej dobryjch dvojic méze dand mnozZina
bodov mat? Body, ktoré lezia na hranici polroviny, jej nepatria.

Riesenie. Najprv ukazeme, Ze existuje najmenej 2024 - 3 + 1 = 6073 dobrych dvojic. Najprv
si situdciu otoCme tak, aby existoval ,najspodnejsi bod“. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech je
fialovy. Uvazujme vodorovnu priamku idicu cez tento bod a na polrovinu smerujucu nadol. T4
nam dava prva dvojicu (0,0). Okolo tohto bodu otac¢ajme tito priamku v smere hodinovych
ruciciek. Postupne po jednom tato priamka zametie vSetky body okrem toho, okolo ktorého sa
otaca. V kazdom kroku tohto zametania najde nova dobru dvojicu, lebo stcet ¢isel v polrovine
sa zvysi o 1 (a teda bude iny). Tym ziskame dalsich 4047 dobrych dvojic.
Teraz tento postup zopakujme, ale najprv posunme avodnu polrovinu o trochu vyssie a pocas
otacania sa uistime, Ze ten ,spodny bod“ vzdy patri tejto polrovine. Ked ttto polrovinu za¢neme
otacat, tak vzdy, ked ,zametieme“ purpurovy bod, tak najdeme novu dobru dvojicu, lebo ked
sme zamietli tento bod v minulom prechode, tak sme mali o jeden menej fialovych bodov. Tymto
ziskame novych 2024 dobrych dvojic. Posledna dobra dvojica sa nasla v priebehu tohto cyklu
tesne pred tym, ako sme nabrali prvy purpurovy bod. Je to preto, Ze tolko vela fialovych bodov
bez purpurového sme este nemali. Tym padom v kazdej konfiguracii je aspon 2024 -3+ 1 = 6073
dobrych dvojic.
Teraz nam uz len sta¢i ndjst konfigurdciu, kde je presne 6073 dobrych dvojic. Jeden z prikladov
takejto konfiguracie je pravidelny 4048-uholnik, ktorého vrcholy su striedavo fialové a purpurové.
Ked si vezmeme Iubovolnii polrovinu, tak je v nej maximélne o jeden viac jednej farby, ako
druhej. Lahko si vieme domysliet, Ze vSetky tieto konfiguracie sa daju dosiahnut. Tychto dobrych
dvojic tu bude presne 1 + 3-2024 = 6073, pretoze pre kazdé ¢islo od 1 do 2024 existuja 3 dobré
dvojice, kte to ¢islo je vyssim z dvoch ¢isel a okrem nich existuje uz len dvojica (0,0).

(Martin Kopdéény)

Uloha G2. Nech ABCD je tetivovy §tvoruholnik. Nech priamky DA a BC sa pretinajii v bode
E a nech priamky AB a CD sa pretinaja v bode F. Predpokladajme, ze A, E, F' lezia v rovnakej
polrovine urc¢enej priamkou BD. Nech P lezi na usecke DA tak, ze |{CPD| = |{CBP)|, anech Q
lezi na usecke C'D tak, ze |{DQA| = |{QBA|. Nech AC a PQ sa pretinaji v bode X. Dokézte,
ze ak |EX| = |EP)|, tak potom priamka EF je kolma na AC.

Riesenie. Nech R, S st obrazmi P, Q podla stredovej simernosti postupne podla E, F'. Tvrdime,
ze X lezi na RS. Uhlovd podmienka ZCPD = ZCBP je ekvivalentnd, ze priamka AD je
doty¢nicou k (PBC) teda:

ER? = EP?> = EB-FEC = EA-ED
To znamena, ze A, D sa zobrazia na seba kruznicovou inverziu podla kruznice s priemerom PR,
z ¢oho vyplyva (P, R; D, A) = —1. Podobne (Q,S;D,C) = —1. Pri premietnuti cez X (ktoré
lezi na AC, PQ) dostaneme:
~1=(P,R; D, A) £ (Q,RX NCD; D,C) = (Q, 5; D, C)
takze RX N CD = S ¢o ukazuje, ze X lezi na RS.
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Nech w1, wa oznacuju kruznice s priemermi PR,QS Z podmienky EX = EP vyplyva, ze X
lezi na w1, ¢ize X lezi na RS:

QXS =/PXS =180° — ZRXP = 90°

¢o znamenad, ze X lezi aj na wa.
Nech M je prieseénik priamok BD a AC a kruznicu (ABCD) ozna¢me I'. Z EP2 = EA-ED
dostaneme:

EP? = (ED — AD)-ED
DA-DE = ED? - EP? = (ED + DP) (ED — EP) = DP- DR

Preto D lezi na chordéle wi a (EAC). Analogickym argumentom dostaneme, ze B tiez lezi
na ich chordéle. Teda BD je chordalou z ¢oho vidime, ze potenény stred wi,I, (EAC) je M.
Ak zopakujeme argumentaciu s wa, vidime, ze M je aj potenénym stredom wi,ws, " a lezi na
chordale wi,w2. Na nej lezi aj X, takze chordala wi,ws> je priamka M X, teda priamka AC.

Napokon priamka spajajiaca stredy kruznic wi,ws2 je EF, ktora je kolmé na chordalu AC),
¢im sme hotovi . (Roland Vizner)



