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RiesSenia 6. série

Uloha A6. Nech a1,as,...,an,... je postupnost reslnych éisel takd, 7e a1 = 1, ag = % a pre
vSetky prirodzené n > 2 plati an4+1 = /1 + anan—1.

Dokazte, ze 1 + i + i + -+ i > 2ay, plati pre vsetky prirodzené n.

Riesenie. (Podla Danila KozZevnikova)
Nerovnost dokdzeme matematickou indukciou. Pre n = 1 tvrdenie zjavne plati. Predpok-
ladajme, ze plati pre n. Potom plati
1 1 1
1+ —4+—+-+—+ > 2an +
al az Qn An41 An+1

Na dokaz tvrdenie pre n + 1 teda potrebujeme dokazat nerovnost

2an + > 2ap41

An+1
T postupne upravujeme:

2anan+1 +1>2a2

2anant1 +2>2a2 4 +1
2a7 5 > 2051 + 1

1
2 2
Ay — Qpip1 2 3

Stac¢i teda dokazat ze pre vsetky m € N plati
2 2 S 1

@y ad, > L M
Tato nerovnost dokdzeme taktieZz matematickou indukciou. Pre m = 1 a m = 2 tvrdenie zjavne
plati. Predpokladajme, Ze nerovnost (1) plati pre nejaké m. Dokézeme ju pre m + 2. Vdaka
tomu, ze sme ju dokdzali pre m = 1 a m = 2, bude potom platit pre vSetky m. Stac¢i dokazat:

2 2 > 1

Am+3 — Amy2 = 5 )

1+ Am+20m+41 — (1 + am+1am) >

N | =

1
Am+20m+41 2 5 + Am+1am

2 2 1 n 1 a2 2

Om+20m41 = 4 Am+10m Aoy 10,
1 2 1 2 2
(1 + am+t1am)an, 41 > 1 + am41am + ap 10,

1
a$n+1 + a§n+1a'm > Z + am+y1am + a?n+1a3n
2 2 1
At 10m (Am41 — am) + | Gy — Gmt1am — 1 >0

Podla IP zrejme plati aym41 — am > 0 a dalej
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1P) a? 2 AG
i (>> ;n;l + % + i (> ) am+10m + i
Postupnost ay, je zrejme kladna, takze jedind mozna neekvivalentné iprava umocnenie bola
ekvivalentna. Dokazali sme teda nerovnost (2), a tym pddom aj nerovnost (1), a teda aj nerovnost
za zadania.
Iné riesenie (Podla Samuela Slddeka) Zrejme st vSetky ¢leny postupnosti aspon 1. Staci
dokézat nerovnost (1). Pre m = 1 plati. Pre m > 2 dokdZeme namiesto toho dvojicu nerovnosti

3

1
2 2
Z 2 41 — Ay 2 5 (3)

Znova postupujeme indukciou. Pre m = 2 to plati. Nech to plati pre dané m € N. Potom

2 % 2 1 2 3
Amto = 1+ amt1am < 1+ am41 U1 — 5 < Am+1 + Z

pricom poslednii nerovnost lahko overime, kedze ide o nerovnost jednej premennej. Analogicky

2 @ 5 3 5 1
Ay = 1+ Am+4+1am > 14 aAm+1 am+1 - Z > (] + 5

Analogicky méame lahko overiteln nerovnost. Inym spésobom sme teda dokazali postacujicu
nerovnost (1).
(Patrik Bak)

Uloha G6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC so stredom opisanej kruznice O. Na jeho
stranach BC, AC, AB lezia postupne body X,Y,Z. Kruznice opisané trojuholnikom BXZ a
CXY sa druhykrat pretinaji v bode P # X. Dalej nech X', Y’  Z' st obrazy X,Y,Z v stre-
dovych sumernostiach podla stredov tseciek BC, AC, AB. Kruznice opisané trojuholnikom BX'Z’
a CX'Y’ sa druhykrat pretinaju v bode Q # X'. Dokézte, ze |OP| = |0OQ).

Riesenie. Za¢neme tym, Ze pre jednoduchost (aby sme nemuseli vySetrovat vela pripadov kde
¢o lezi) budeme v celom rieSeni pouzivat orientované uhly. Znacit ich budem normalne, teda
/ABC je orientovany uhol medzi priamkami AB a AC.

Za¢neme tym, %e bod P mozeme definovat aj ako bod, ktory splita rovnost |/PXB| =
|£PYC| = |£PZA]|,lebo z nich vyplyva, ze P lezi na prislusnych kruzniciach. Tak isto Q mozeme
definovat ako bod, ktory spliia rovnosti |[/QX’'C| = |ZQY'A| = |£/QZ'B|. Pre geometrickych
nadsencov dodévam, ze bod P (resp. Q) sa nazyva Miquelov bod (pre X,Y,Z), a mozu si
pohladat ¢o o fiom este plati.

Nech |[Z/PXB| = ¢.

Teraz rozoberieme $pecidlny pripad, a sice, ze ¢ = 90°. Ak bodmi X', Y”, Z’ vedieme kolmice
na strany BC, AC, AB, tak tieto priamky s zrejme obrazmi priamok PX, PY, PZ v osovych
stmernostiach podla osi stran BC, AC, AB. Osi strdn sa pretinaja v O, preto tieto priamky
budt prechadzat bodom, ktory je obrazom P v stredovej simernosti podla O. Ak si tento bod
oznaéime R, tak zrejme spliia, e |/RX'C| = |/RY'A| = |/RZ'B| = 90°, preto R = Q, a
naozaj |OP| = |0Q)|.

V opac¢nom pripade (¢ # 90°) oznaéme K, L prieseéniky priamok X P,Y P s osami stran
BC, AC. Plati |[ZOKP| = |ZOLP| = 90° — ¢. Nech R je priese¢nik priamok KX’ a LY”, ktoré
st zrejme obrazmi X P,Y P v osovych simernostiach podla osi stran. Preto plati |[ZRKP| =
|ZRLP| = —2¢. Teda body R, L, K, P lezia na kruznici. Osi uhlov ZRK P, ZRLP sG osi stran
BC, AC no musia sa pretinat v strede obluka RP tejto kruznice. Preto aj O lezi na tej kruznici.
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Ozna¢me M prieseénik priamky PZ a tej kruznice. Z obvodovych uhlov plati [ZRMO| =
|[ZOMP| = 90° — ¢ a preto je os strany AB osou uhla ZPMR. No to znamend, M R prechidza
bodom Z’ a |ZRZ'B| = ¢ a tak isto vieme, ze |[ZRX'C| = |ZRY'A| = ¢ a preto R = Q. A
kedze O je stred oblika PQ, tak |OP| = |0Q)|. (Martin ,,Vodka“ Vodicka)

Uloha C6. Na stistredeni iKS st ti¢astnici rozdeleni do skupin. Tie sa viak kazdy deii menia a to
nasledovnym sposobom: V kazdej skupine sa zvoli jeden ucastnik ako najlepsi, a potom sa vsetci
najlepsi tcastnici odtrhni od pévodnej skupiny a vytvoria jednu novu skupinu. Skupina, ktora
mala pred tym len jedného ¢lena tak zanikne. Predpokladajme, Ze na sistredeni je n ucastnikov
a vSetci su na zaciatku v jednej skupine. Dokazte, Ze v po¢nuc niektorym driom sustredeni
bude stale v kazdej skupine najviac 1 4+ v/2n Iudi.

Riesenie. (Na motivy riesenia Sama Slddka)

Aktudlne poéty ucastnikov v skupinich vieme reprezentovat multimnoznou. Napriklad mul-
timnozinu s prvkami a,a,a,b budeme znadit {a,a,a,b}. Suc¢et multimnozin AW B je multim-
nozina, ktora kazdy prvok x obsahuje tolkokrat, kolkokrat je obsiahnuty v A plus kolkokrat je
v B.

Dokéazeme najprv nasledujice pomocné tvrdenie.

Lema &. Kazdé prirodzené &islo n jednoznacéne uréuje k € N, € {1,2,...,k} také, ze
n = (Zle i) — l. To znamend, %e sa da jednoznacne zapisat ako stdet 1,2,...,k bez | —
multimnoZinu obsahujticu tychto (k — 1) &isel ozna¢ime (kn,ln) = [n]. Specidlne, (0,0) = [0]

nech je prazdna multimnozina.
Dokaz: Onen sucet je rovny § = @ — 1. Ked si zvolime k pevné, tak postupne pre

vSetky mozné hodnoty Il = k,k — 1,...,1 nadobuda <) hodnoty

B+ k1) k(1)

1 k(k+1)
2 2

1
2 2

Takze pre vie nadobudnut hodnoty z intervalu

a kazdej z hodnot vyhovuje prave jedno . Upustime od pevného k. VSimneme si, ze lavy koniec
intervalu My je pravym koncom M) — teda intervaly st disjunktné, a kazdé cislo vie <

nadobudnut najviac raz. NavySe pre lubovolné z existuje y také, ze x < w

x € My UMy U...UM,, preto kazdé ¢islo vie <) nadobudndut.

— potom

Pre nase potreby budeme ignorovat nulové prvky multimnozin (nakolko nema zmysel uvazo-
vat skupiny s 0 ucastnikmi).
Lema Q. Nech velkosti skupin st {a} W [b] pre a € N,b € Ny. Potom nasledujtci den st
velkosti skupin {a — 1} W [b + 1].
Doékaz: Pre b = 0 to lahko overime, dalej predpokladajme b > 0. Po odobrati 1 ¢lena z {a}
ostane {a — 1}. Zamerajme sa dalej na [b] = (kp,lp).
1. Ak I, = 1, po odobrati 1 ¢lena z kazdej skupiny zostane (kp,kp). Nasledne pridame
skupinu o velkosti 1+ (kp—1) = kp a dostaneme (kp+1, kp+1) = [Wf(kb%»l)] =
ky(kp+1 ky(kp+1
[P = (R — 1) 1) = b1

2. Ak l, > 1, po odobrati 1 ¢lena z kazdej skupiny zostane (ky — 1,1, — 1). Priddme skupinu
o velkosti 1 + (ky — 1) = kp a dostaneme (kp,lp — 1) = [b+ 1].

Isttredenie trva nekoneéne dlho
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Teraz vyriesime povodny problém. Nech je na zac¢iatku iba jedna skupina o velkosti n. Teda
skupiny st {n} W [0], podla © nasledujice dni st skupiny
{n—1}w[l], {n—2}w2], ..., {1}¥[n—1], {0} ¥[n]
Vsimneme si, ze {0} W [n] = [n] = (kn,ln). Rozoberme pripady:
1. Ak ly = kn, potom (kn,ln) = {kn =1} (kn — 1,1, — 1) = {kn, — 1} W [n — ky, + 1]. Mame
teda cyklus
{kn —1}W[n—kn,+1], {kn -2} [n—kn+2], ..., {1}W[n—1], {0} W[n]

Vsetky stavy maju tvar {kn, — 1 —a}W[n —kn+1+al. Plati by —1—a < k, — 1
n — kp + 1 4+ a < n, takZe najvicsia skupina je bud k, — 1, alebo najvicsia skupina v
[n] = (kn,ln) = (kn, kn) — teda tiez ky, — 1. Plati

o Fnlhn 1) kakn 1)
2 2
2n = kn(kn — 1)

1 1 1

2n+1=k27kn+1=(kn75)2
1 1

2+ = =ky — =

ntyTg

2. Ak lp < kp, potom (kn,ln) = {kn} W (kn — 1,1n) = {kn} W [n — ky]. Mame cyklus

nt W [n — knl, n— 1} n—Fky, +1], ..., W n—1], W [n
k k k k 1 1 0
Analogicky ako v predchadzajicom pripade sa ukéze, Ze najvicsia skupina méa velkost
kp,. Plati
kn(kn +1) K (kn+1) En(kn + 1)
f —kn < -5 ln < f
(kn = Dkn " < Fnlkn +1)
2 2
2 1 1 2 1
kn—kn+z< 271«"!‘1 <kn+kn+1
1o 1 1o
(kn_i) < 2n+ 7 <(kn+5)

kn—%< \/2n+ % <kn+%
QOdtial plynu odhady k, < % +4/2n + % akp > —% +4/2n+ %, teda
€ (u,/wl; u,/zng)
2 4 2 4
Lahko sa d4 ukazat, Ze 7% +4/2n + i nemdze byt (pre l, < kn) celé ¢islo, potom
1 1
kn = ’72+\/2n+ 4—‘
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. . v . s . .. 1 1
V oboch pripadoch dostdvame, ze maximalna velkost skupiny po predperiéde bude [— 5 T4/2n+ Z-‘
(a tento odhad je tesny). Pre kompletnost ukdzeme, Ze to je < 14 /2n. Na to nam stac¢i ukazat
% +4/2n + i < 1+ v/2n, ¢o je ekvivalentné s

Jama o<
Ty

2+1<
n+ -
4

+V2n

+V2n+2n
0 < V2n

Poznamky opravujiceho. Riesenia boli dvoch typov. Prvy typ rieSenia je reprezentovany vzorovym,
a snazi sa ,zacyklit” — potom v najdenom cykle nidjde najvéiésiu velkost skupiny, a pre fiu
dokéze nerovnost. Druhy typ riesenia (ktoré uspesne doviedol do konca iba Jakub Léwit) dokaze
nerovnost pre niektoré n — konkrétne pre vSetky n = @ pre nejaké prirodzené k. Potom
ukazuje monoténnost — teda ze ak n1 > ng, tak odpoved (najvicsia velkost skupiny v cykle)
je v prvom pripade aspon tolko, ako v druhom pripade. Detaily tohto rieSenia prenechavame

citatelovi. (Truc Lam ,,Buj“ Bui)

B N

Uloha N6. Nech p je prvocislo také, ze 2°=1 = 1 (mod p?). Ukézte, ze (p — 1)(p! + 2") m4
aspon troch roznych prvociselnych delitelov pre vsetky n € N.

Riesenie. (Inspirované Jakubom Léwitom)

Vsimnime si, ze p = 2 nevyhovuje podmienke, preto odteraz bude p neparne prvocislo.
Dokézeme, ze (p— 1) ma prociselné delitele 2 a g kde ¢ # 2, a (p! +2™) m4 prvoéiselného delitela
r # 2. Dokopy to bude stacit na dokaz nasho tvrdenia, lebo ak ¢|p —1 tak ¢ < p a ak r|(p! +2™)
tak r > p, teda prvocisla ¢ a r st roézne.

2|p — 1 je trividlne, podme sa pozriet na zvysné delitelnosti.

glp — 1: Sporom. Nech p — 1 = 2%. Ak a obsahuje v rozklade nejaké nepéarne prvoéislo s,
mozme p rozlozit nasledovne (a = ks, k € N):

s—1
p=2F41=(2"+1) (Z(_w’ . 2’”’)

i=0
L ey v . e . 22b _ 2 « . 22b
nazyvaju Fermatove ¢isla. Musi platit nasledovné 2 =1 (mod p?). My vSak vieme 2 -1
rozlozit:

b 9201

b_ b_ b_
22 1= (2 e T o= T e ey e -

b
Kedze 22° +1 > 22b + 1, tak na pravej strane sa vykytuje priamo p a iné Fermatove prvocisla.
Avsak Fermatove ¢isla st navzajom nesﬁdelitel’n@ preto p? neméze delif pravi stranu. Spor.
r|(p! + 2™): Zase sporom. Nech (p! + 2™) = 2™ (m € N, je to vicsie ako 1). Potom plati:
(p! 4 2") = 2™ (mod p?)
(p! + 2P~ = (2™)P~1 (mod p?)
@MP~H 4 (p = Dp!(2")P 72 = (2™)P 7! (mod p?)

2hint: namiesto 2 si daj & a pripo¢itaj k obom stranam rovnice 2
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Posledné kongruencie platia, lebo z binomickej vety st zvy$né ¢leny delitelné p?. Vyuzime teraz
predpoklad 2P~ =1 (mod p?):

2P~H™ 4 (p— 1)p(2™)P72 = (2P~H™ (mod p?)
1"+ (p—)p!l(2")P~2 = 1™ (mod p?)
(p—1)pl2")P"2 =0 (mod p?)

Vyraz (p — 1)p!(27)P~2 je delitelny p ale nie p? a to je uz vyttzeny spor.
(Miro Psota)



