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ReSeni 1. série
Uloha Al. Najdéte vSechny funkce f : R — R, které splnuji
@ f(a) +yf(y?) = fle+y)f(@® —ay +y?)

pro vsechna x,y € R .

Reseni. Dosadime [z;0]:

@?f(x) = f(x)f(z®) (1)
Dosazenim [0; 0] pak 0 = f(0)2, neboli f(0) = 0. Nakonec dosazenim [x; —z] dostaneme:
2*f(@) - 2f(2*) = f(0)f(32%) = 0 2)

Pro z # 0 tedy f(22) = 2f(z). Dosazenim do (1) mame z2 f(z) = f(z) - zf(z), neboli pro x # 0
dostaneme f(z)(f(z) — z) = 0. Mame tak, Ze pro kazdé = # 0 plati f(x) € {0,z}, ale protoze
uz vime f(0) = 0, tak toto plati i pro z = 0.

Nyni ukdZeme, Ze nemohou existovat nenulova redlna ¢isla a, b takova, ze f(a) = 0a f(b) = b.
Pro spor predpokladejme, Ze takova jsou. Z (2) vime, ze f(b) = b = f(b%) = bf(b) = b2.
Dosazenim [a; b] do zadéani ziskdme:

a’f(a) +bf(b%) = f(a+b)f(a® — ab+b?)
b3 = fla+b)f(a® — ab+ b?)

Kdyby bylo f(a+b) = 0 nebo f(a? —ab+b%) = 0, tak b> = 0, coz je spor s tim, Ze b je nenulové.
Tim padem z f(z) € {0,z} je f(a +b) = a+ba f(a? — ab+ b%) = a® — ab + b2, neboli po
dosazeni:

b3 = (a4 b)(a® —ab+b?) = a® + b3
Mame tak a® = 0, coz je spor s tim, Ze je a je nenulové.

Nemtize se ndm tedy stat, Ze pro néjakd nenulova &isla je f(x) = 0 a zaroven pro jind
nenulova éisla je f(z) = z. Tim padem jedind moznd FeSeni jsou ta, kde pro vSechna realna
¢isla je f(x) = 0 nebo pro vSechna realnd ¢isla je f(xz) = x. (f(0) = 0 odpovidd obéma témto
pfipadim.)

Jednoduchou zkouskou miizeme ovérit, ze obé tato feseni vyhovuji. Pro f(x) = 0 dostavame

22 0+y-0=0-0,
coz zjevné plati pro vSechna redlna z,y. Nakonec pro f(z) = x dostdvdme
@ zty-yP = (e +y)@® -2y +y?) =2 +4°,

coz opét zjevné plati pro vSechna redlna x,y. Jediné vyhovujici funkce jsou tedy f(z) = 0 a
flz) ==
Poznamky opravugictho. VétSina FeSeni se vydavala velmi podobnym smérem jako feSeni vzo-
rové. Objevila se ale i takova, co vykrocila trochu jinudy. Nakonec se ale v podstaté vSechna
dala rozdélit na dvé ¢asti. Ukazat, ze f(z) € {0,z} pro vSechna z a pak vytesit tzv. pointwise
trap, coz je pravé ta cast, kdy fesime, jestli nemuze funkce nékdy byt nula a jinde z. Nejcastéjsi
chyba byla pravé ve vynechani druhé ¢asti.

(David Hromédka)

Uloha C1. Alicka a Joléa hraji hru na hranich nekonecné ¢tvercové miizky, ve které se stridaji
v tazich. Alicka zac¢ina. Jeden tah spociva v urceni orientaci libovolné hrany, ktera dosud nema
urcenou orientaci. Jol¢a vyhraje, pokud se v jakémkoliv okamziku vytvorii orientovany cyklus.
Ma Jolca vitéznou strategii?
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Reseni. Odpoved je nie; Alicka moéze Joléi zabranit vytvorit cyklus.

Predpokladajme, ze Alickin prvy fah je na nejakej horizontéalnej hrane e. Potom rozdelime
vSetky hrany okrem e do L-iek, ako je zndzornené na obrazku (kde e je zelenou oznacend). Potom,
zakazdym, ked Joléa urdi orientéciu jednej hrany z L-ka, Alicka uéi orientéciu tej druhej tak,
aby bud obe alebo ziadna z nich smerovali do stredu L-ka. Tvrdime, ze tato stratégia funguje,
nakolko Ziadny orientovany cyklus neméZe obsahovat takto zorientované L-ko, a je jednoduché
si rozmysliet, Ze tym zabranime aj ich vzniku.

(Jakub Krivosik)

Uloha G1. V tétivovém étyrihelniku ABCD je bod E priiseénik tihlopficek. Déle ozna¢me stied
strany AB jako F' a paty kolmic z bodu E na pfimky DA, AB a BC ozna¢me postupné P,Q a
R. Dokazte, ze body P,Q, R a F lezi na jedné kruznici.

Reseni. (Podla Erika Jezka) Dokézeme, ze bod F je antisvrk v trojuholniku PQR a tym bude
uloha vyriesena. Za¢neme tym, ze dokdzeme, ze QF je os uhla PQR.
Stvoruholniky PAQE a QBRE st tetivové (pravé uhly).

LEQP = /EAP = /DAC = Z/CBD = /RBE = ZRQE.

Takze QF je vnutornd os a pretoze EQ L FQ, tak FQ je vonkajsia os. Zostava ukdzat, Ze na
osi PR lezi F.

Dokreslime si G ako stred C'D a H ako preklopené E cez BC. Potom vidime, Ze trojuholniky
CHB a CEB st zhodné a takisto zjavne st trojuholniky DEA a CEB podobné. Takze aj DEA
a C'H B st podobné.

Vsimnime si, Ze G je stred CD, R je stred EH, F je stred AB, takze z klzania(str.26) mame,
ze trojuholnik DEA je podobny s GRF. Analogicky mame t isti podobnost s GPF a maju
spolo¢nu stranu GF, takze GPF je zhodny s GRF. Z ¢oho hned mame |FP| = |FR|, takze F
lezi na osi PR a je teda antisvrk.

(Lucka Chladna)

Uloha N1. Je dén polynom P s nezapornymi celo¢iselnymi koeficienty a nekonecénd posloupnost
kladnych celych cisel a1, a2, ... spliujici a; = 1 a nasledné

a?H—l + P(n) = ant20an

pro kazdé kladné celé ¢islo n. Dokazte, ze P musi byt konstantni.

Reseni. Pre spor predpokladajme, ze P je nekonstantny, a teda P(n) > 0 pre vetky prirodzené
n. Oznac¢me % = rp. Predelenim rovnosti zo zadania kladnym ¢islom ayna,41 dostavame
rn + % = Tnt+1 > Tn, teda {rn} je rastca. Vieme, Ze r1 = az > 1. Preto ro > r1 > 1,
a teda z rastucosti plati r, > r2 > 1 pre vSetky n > 2. Zvolme teraz dostato¢ne malé kladné
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realne Cislo « tak, aby as > arg. Potom z indukcie (an41 = rn - an > r2 - arl = cxrg""l)
dostavame, Ze a, > ary pre vsetky n > 2. Preto {an} rastie exponencialne.
Pre n > 3 zo vztahu zo zadania mame
ap_1 + P(n—2) = anan_2,
api1+ P(n) = any2an,
a2 +P(n—1)=antian_1,
odkial plynie postupne
an | a1 + P(n —2),
an | a3 41 + P(n),
an | anti1an—1 — P(n —1) | a%+1ai_1 — P(n—1)%
Preto pouzitim prvych dvoch delitelnosti v tretej dostavame
P(n—1)? = a2 1a2_, = (~P(n)) - (~P(n—2)) = P()P(n—2) (mod ay),
a teda
an | P(n —1)2 — P(n)P(n — 2). (3)

Ked¥e {an } rastie exponencialne, tak od nejakého momentu plati a, > |P(n—1)2—P(n)P(n—2)|
(exponencidla eventudlne prerastie polyném), a teda aby platila delitelnost tak musi od
nejakého momentu pre vietky n platit P(n —1)2 = P(n)P(n — 2). Ked#e t4to rovnost plati pre
nekonecne vela hodnoét, tak prava a lava strana sa musia identicky rovnat ako polynémy, teda
P(z —1)?2 = P(z)P(z — 2). Na kolko P je nekonstantny, tak existuje w € C také, ze P(w) = 0.
Dosadenim tejto w za = do predoslej rovnice dostavame P(w —1)2 = 0, a teda aj w — 1 je koreni
polynému P. Preto indukciou w — k je koren pre vSetky prirodzené k, a teda P ma nekonecne
vela koretiov, a teda P = 0, spor.

Pozndmky opravujictho. Hlavna myslienka bola odhadnut {an} z dola nejakou exponencialnou
funkciou, a z hora polynomicky pomocou delitelnosti. Po dosiahnuti P(x—1)%2 = P(z)P(z—2) sa

o 1, tak funkénd hodnota sa zvicsi c-krat (kde ¢ = %). Teda indukciou P(n) = c"~1P(1),
odkial z poznatkov o raste polynémov plynie ¢ = 1, a teda P je konstantny (v nekoneéne vela
bodoch nadobuda hodnotu P(1)). (Dominik Rigasz)



