Uloha 1. Misko chce uspotddat viechna kladnd celd ¢isla od 1 do 2024 do kruhu
tak, aby bylo kazZdé cislo pouzito pravé jednou a pro libovolné tri po sobé jdouct cisla

’

a, b, c bylo ¢islo a + ¢ délitelné cislem b+ 1. Muize to udélat?

Reseni. Misko to nemtize udélat, dvé lich4 ¢isla nemohou byt po sobé jdouci z pa-
ritnich divodu (jinak by vSechna ¢isla byla lichd), proto jedind moZnost zlstava,
kdyz licha a suda cisla se stiidaji, ale pak pro b = 2024 mame, Ze nejaké a + ¢ by
mélo byt délitelné ¢islem 2025, ale podle vyse uvedenych argument?l je také sudé,
takze je alespon 22025 = 4050, coz je nemozné, protoze jak a, tak ¢ jsou mensi nez
2025. L]

Uloha 2. Necht p je prvocislo. Rozhodnéte, zda v ¢tvercové siti o rozmérech p x p
vrcholu lze zvolit p vrcholu tak, Ze Zadné tri neleZi na primce.

Reseni. Ano. VoI body so stradnicami = a 2 modulo p pre  od 0 po p — 1, to Ze

tieto body vyhovuji prenechdvame ako cvicenie pre Citatela. O
Uloha 3. Necht ai,as,...,a, jsou kladnd redlnd ¢isla pro n > 2. Pro permutaci
(b1, b2, ...,by) posloupnosti (a1, as,...,a,) definujeme jeji skore jako

n—1 B2
Ukazte, Ze nékteré dvé permutace posloupnosti (ay,az, ..., a,) maji skore, které se

list asponi o 3la1 — ap).
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Reseni. Pre 0 < y < x plati, ze 2~ — % > 3(y — x). BUNV nech a7 < --- <
an.Vezmime si permutécie (a1, ...,an) a (ap,...,a1) a aplikujeme nase pozorovanie
na ich skore, ¢o nam da dokazované tvrdenie. ]

Uloha 4. Rovnoramenny trojihelnik NABC, sphiujici AB = AC, je vepsdn do

kruznice w. Necht P je libovolny bod na oblouku BC, ktery neobsahuje A, a necht
Ip a Io oznacuji vepsiste trojuhelniki NABP a NACP. Dokazte, Ze pri libovolné
volb€ bodu P prochdzi kruznice opsand trojuhelniku APIglc pevngm bodem.

Reseni. Hladany bod je stred obltika BC' S,. Ozna¢me zvy$né 2 Sy, a S.. Zo symetrie
SaSp = Su5¢ a z vety o troch prstoch a symetrie Syl = SpA = S.A = S.1.. UZ ndm
len staci, ze £IpSyS, = £1.5.S, z obvodovych uhlov k obliku S, P (P, I, S, st
kolinedrne, lebo PI, je os uhla APB). Z toho podla vety sus plynie AI,SpS, =
AI.5.5,. Z ¢oho uz plynie dokazované tvrdenie O



Uloha 5. Je ddn kompletni graf na 2024 vrcholech, ve kterém md kaZdd hrana vdhu
1 nebo 2. Pokud mad kazZdy cyklus sudou celkovou vdhu, najdéte minimdlni hodnotu
souctu vsech vah v grafu.

Reseni. Chceme maximalizovat pocet hran s 1. Tie netvoria trojuholnik. Z Turano-
vej vety je ich najviac 10122. Zrejme ak jednotkové hrany tvoria Kip12,1012 & zvys$né
hrany st dvojkové tak tento graf spliia zadané podmienky. Celkovii hodnotu stiétu
si uz zréata citatel ako cvicenie. O



