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Reseni 5. série

Uloha A5. Dokaszte, Ze pro libovolna kladn4 celd ¢isla m, n plati

1 1
vm

> 1.

Reseni. V nerovnosti sa vyskytuje n-t4 a m-t4 odmocnina, preto je dobré sa zamysliet, z akej
znamej nerovnosti by sme vedeli dostat n-t a m-t odmocninu. Tu sa ponika AG-nerovnost,
avsak v tej pod n-tou odmocninou musi byt st¢in n &isel. V nasej illohe mame pod odmocninou
iba jedno ¢&islo. To sa da jednoducho opravit tak, ze do sué¢inu priddme nieco, ¢o po prinasobeni
stéin nezmeni. Takato vlastnost mé skupina n — 1 jednotiek.

Za¢neme teda s AG-nerovnostou

n

m+(n—1)-1
n

> Vm - 1n—1

a vezmeme prevratent hodnotu oboch stran, aby sme dostali odmocninu do menovatela (obe
strany st kladné, prevratenim hodnét sa nerovnost zmeni na opaéni):
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Analogickym postupom s vymenenymi m a n dostaneme
1 m
L
Wn T n+m-—1
Teraz uz staci séitat tieto nerovnosti a mame hotovo:
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Nerovnost je tymto dokézana.

Pozndmky opravujictho.  Vela riesitelov postupovalo ako vo vzoraku. Objavilo sa aj nemélo
rieSeni vyuzivajucich derivacie ¢i iné nastroje matematickej analyzy, ale viaceré z nich obsaho-
vali chyby ¢ nedostatky. Uloha sa pritom dala vyriesit pomerne jednoducho trochu trikovym
pouzitim AG-nerovnosti. (Michal Stanik)

Uloha G5. V roviné lezi dva pravidelné (ne nutné shodné) 2n-uhelniky, jejichz prinikem je
4dn-thelnik Py P> ... Pyy,. Dokazte, ze uvazime-li kazdou druhou jeho uhlopricku, tedy
P1Pony1, P3Ponys, ..., Pan—1Pin-—1,

pak vsech n téchto thlopricek prochazi jednim bodem.
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Reseni. Oznac¢me vrcholy zadanych shodnych 2n-tihelnikt A1, Ao, ..., As, a By, Ba, ..., Bay.
Indexy A; a B; budeme brat modulo 27E| a indexy P; modulo 4n.

Necht Pgi_l = AiAi+1 n BiB'H—l a PQZ' = A'H—IAH—Q n BiBi+1.

Oznac¢me G stied spiralni podobnosti zobrazujici A1 Az ... A2, na B1Bs ... Bay,. Tato spi-
ralni podobnost zobrazuje A; A; 1 na B; B;+1. Tedy jeji stfed mizeme nalézt jako druhy pruseéik
kruznic opsanych (A;B; Pai—1) a (Aj+1Bit1Pa2i—1). Protoze 2n-tihelniky jsou shodné, tak maji
stejné velikosti hlu, tedy A; B; P2;—1 P2;—3 lezi na jedné kruznici s bodem G.

. . /. 7 o . o
Z pravidelnosti 2n-uhelniki je |<Pai_3A; Pai—1] = (2n — 2) - %, tedy
180° 180°
|<IP2¢,3GP21',1‘ = 180° — (2n — 2) . = .
2n n

Tedy kdyz se podivame na 2n polopfimek G Ps;_1, tak sousedni dvé sviraji tihel 187?0 . Tedy
body P2;—1 a Papy2i—1 lezi na pfimce s G. Takze kazda druha uhlopficka prochazi bodem G,
tedy prochazi vSechny jednim bodem.

Poznamky opravujictho. Vétsina FeSeni FeSila tlohu vzorové, objevilo se v8ak i par vice poci-
tacich Feseni. (Radek Ol3sak)
Uloha N5. Najdéte vsechny dvojice kladnych celych ¢isel x, y, pro néz je

(x+y)(wy + 1)

mocninou dvojky.

lindexy nezaéinaji na 0, tedy formalné se nejedna o modulo 2n, ale o modulo 2n kde 0 = 2n.
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Reseni. Nejprve uvazme piipady, kdy je jedno z x, y rovno jedné, BUNO y = 1. Pak ma (z+1)>2
byt mocninou dvojky, tedy i « 4+ 1 je mocnina dvojky. P¥itom = 4+ 1 > 2, takze = 28 — 1, kde
k je ptirozené. Tim dostévame Feseni (28 —1,1) a (1,2% —1).

Nadale budeme ptedpoklddat =,y > 1. Potom plati nerovnost (z — 1)(y — 1) > 0, coz po
roznésobeni da zy + 1 > & + y. Mizeme tedy brat o +y = 2%, zy + 1 = 2° s nerovnosti b > a.
Navic je z +y > 1+ 1, takze a > 2. S timto vyjadiime

(z—Dy—1D=zay+1—z—y=2"—2%=2%20"% 1), (1)
(z-D+@y-1)=a+y—2=202"""-1). )

Z nerovnosti b > a > 2 jsou obé 2= — 11 24~1 — 1 lich4 ¢isla. Navic 2y + 1 je sudé, takze x i
y jsou urcité licha. Vzetim 2-valuaci tak z mame

l=v2((z—1)+ (y — 1)) > min{vz(z — 1),v2(y — 1)} > min{1,1} = 1.

Jedno z va(z — 1), v2(y — 1) tak musi byt rovno 1, BUNO necht va(y — 1) = 1.

Z pak mame va(x — 1) +va(y — 1) = a, takze vo(zr — 1) =a — 1. Zjevid z — 1 < z + y
a zaroven 2¢~1 | x — 1. Takse = — 1 je kladny nasobek 2¢~! mensi nez 2 - 2¢~ !, takZe nutné
z —1=2%"1 Diky z + y = 2% pak dopoéitadme

(:B’ y) = (2!1—1 + 1’204—1 - 1)7

coz zkouskou snadno ovéfime jako validni FeSeni. Bylo pfitom a > 2, takze s k = a — 1 lze toto
feSeni piepsat jako (x,y) = (2F + 1,2* — 1) pro pfirozend k.

Poznamky opravujictho. Vétsina feSeni postupovala spravnym smérem zhruba ekvivalentnim
se vzorakem — spole¢nou myslenkou vzdy bylo omezeni néjakého spolecného délitele a tvahy
o 2-valuaci. Tytéz myslenky slo také formulovat pomoci rozkladu multiplikativni grupy Z; , ha
direktni soucin cyklickych grup Zo X Zgyk—2.

Vyskytla se téz mlhova FeSeni, kterd jenom po hromadé substituéni kamufldze implicitné
prohlasila néjakou vesmés ekvivalentni formu ulohy za zjevnou. Takova typicky obdrzela jeden
bod za spravné tipnuta reseni. (Matéj Dolezalek)

Uloha C5. Kazdy sprdvny org iKSka nosi tradi¢ni iKSkovy klobouk, ktery je bud zeleny,
oranzovy nebo fialovy. O skupince orgi rekneme, Ze je vyvazend, pokud jsou na jejich hlavach
zastoupeny vsechny tfi barvy kloboukti rovnym poctem. Na vybérovce tloh paté série se seslo
3n orgu, pficemz n jich prislo v zeleném, n v oranzovém a n ve fialovém klobouku. Rozesadili se
kolem kulatého stolu, pfi¢emz se shodou okolnosti pfihodilo, Ze podet (neusporddanych) dvojic
orgu, ktefi sedi vedle sebe a na hlavach maji klobouky riizné barvy, byl sudy. Dokazte, ze slo
rozfiznout stil jednim rovnym fezem na dva kusy tak, aby u kazdého kusu zbyly vyvazené
skupinky orgu.

Reseni. Uvazme t¥i jednotkové vektory v roviné z, o, f svirajici mezi sebou tihly 120°. Budeme
prochéazet od jednoho orga kolem stolu a budeme si na papir kreslit kfivku zacinajici v poc¢atku.
Kdyz uvidime orga se zelenym kloboukem, posuneme tuzku na papife o vektor z, pokud orga s
oranzovym, tak o vektor o a pokud orga s fialovym, tak o vektor f.

Lemma Loop. Na papife jsme nakreslili kiivku, co se vratila do pocatku, praveé tehdy, kdyz
dosud prosla mnozina orgu byla vyvdZend.

Dukaz. Vsimneme si, ze z+ o+ f = 0. Takze pokud jsme prosli vyvazenou mnozinou, je soucet
pislugnych vektorti opravdu nula, tedy se kiivka vratila. Nyni si zafixujeme BUNO z vodorovné.
Pak aby se kiivka vratila, musime mit nulovy souéet y-ové soufadnice, tedy pocet f a o musi
byt stejny. Analogicky se musi rovnat i poéty o a z, ¢imz je lemma dokézano.
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Staci tedy ukazat, ze kfivka, kterou jsme nakreslili, se nékdy protnula. V daném misté ji
pak muzeme rozdélit na dvé souvislé kifivky s nulovym souétem.

Vsimneme si, Ze rtizné barva sousednich kloboukt odpovida tomu, ze kifivka zménila smér.
Tedy vime, Ze naSe uzaviena kfivka zménila smér sudékrat. Ale kdykoli zménime smér, tak ho
zménime o +120°. Pokud se kfivka neprotind, tak po obtoceni jednou dokola jsme zménili smér
0 360°. Ale 360° je lichy nasobek 120°, tedy se kfivka musela nékde protnout.

—120°

Poznamky opravugictho. VSechna spravna reSeni fesila tllohu vzorové. Jednalo se o netrividlni
ulohu, kde bylo tfeba pfijit na dobry trik jak uchopit sudost poctu zmén barev.
(Radek Olsék)



