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RieSenia 4. série

Uloha N4. Zirafa si ldmala hlavu nad postupnostou a1, az,as, ... kladnych celych ¢isel, ktora
spliia an1o = anyian + 1 pre vsetky kladné celé ¢isla n. Tak dlho si nad tiou lamala hlavu, az
Jju mala tak poldmant, Ze jej musel Michal vytodenim ¢éisla 155 zavolat zdchranku. Dokézte, Ze
¢islo a155 — 155 je zlozené.

Riesenie.

Pozrime sa na zadant postupnost modulo ai4s. Jednoduchymi vypoc¢tami, pozostavaja-
cich postupnym dosadenim hodnét od aj4s po ajs4 modulo ajss do rekurentného vztahu, sa
dopocitame,ze

alss — 155 = O(mod (l148).

Teraz uz len ukdzeme,ze a1s5 — 155 > aj148 > 1. KedZze postupnost je ocividne rastica pre
i > 3,lebo a;41 = aja;—1 + 1 > a; z ¢oho vyplyva, ze a; > ¢ — 1 pre ¢ > 3.Vyuzitim zopar
odhadov mame

a155 — 155 > a150 — 155 > aj48a148 + 1 — 155 > 3a148 — 154 > aj48 + 2 - 147 — 155 > aq4s,

¢im sme hotovi.

Pozndmky opravovatela. Vsetky rieSenia postupovali ako vzorové. Body som strhéval za chy-
bajice zddvodnenie, Ze ai55 — 155 > a148 (Adam,, Dzavo“Dzavoronok)

Uloha G4. Dany je trojuholnik ABC' s tupym uhlom pri vrchole B. Ozna¢me G a H postupne
tazisko a ortocentrum tohoto trojuholnika. Nésledne nech kruznica w s priemerom AG pretina
kruznicu opisant trojuholniku ABC' v bode P. Dotyc¢nica k w v bode P pretina kruznicu opisant
trojuholniku ABC' v bode Q. Dokézte, Ze ak plati |AG| = |GH|, potom |{HQG| = 90°.

Riesenie. Najprv dokdzme, ze bod P je stredom tisecky AH. Oznaéme bod P’ stred tisecky AH.
Z |AG| = |GH| vyplyva, Ze AAHG je rovnoramenny so zakladiiou AH, preto P’ je potom ako
stred zékladne zaroven pétou vysky z bodu G = |{GP’A| = 90°. Vdaka Thalesovej vete bod
P’ le7i na kruznici nad priemerom AG (w). Vdaka deliacemu pomeru taziska voci taznici a tomu,
ze P je stred AH, plati, ze body G, P’ sa v rovnolahlosti so stredom A a koeficientom k = 3/2
postupne zobrazia na stred CB (ozna¢me S1) a stred P’ H (ozna¢me S3). Vieme, ze GP’ L P'H.
Vdaka rovnolahlosti je priamka S152 tiez kolmé na P’H a navyse prechadza jej stredom, teda
tvori os P’H. Vieme, %e aj BC | P'H a lezi na nej bod S1, z toho vyplyva, ze body ABS1S2
lezia na jednej priamke a tvoria os P’ H. Bod B lezi na osi P'H, teda AP’BH je rovnoramenny
so zakladniou P’ H. Teraz plati |{ACB| =90° — |[{CAH| = |{BHA| = |{BHP'| = |{BP'H| =
180° —|£ AP’ B|. Z vety o obvodovych uhloch vypljva, ze P’ lezi aj na kruznici (ABC), konkrétne
v opa¢nom polobliku AB od toho, v ktorom lezi bod C. Ked%e bod P’ lezi na kruZnici w a na
kruznici (ABC) dostavame, ze je totozny s bodom P. (Odteraz oznac¢ujme P) Kedze AAHG
je rovnoramenny, plati [{GAH| = |[{AHG]|. Taktiez vieme, ze priamka PQ je doty¢nicou k w v
P — |{GPQ| = |£GAP|. Oznacme E priese¢nik priamok GH a PQ. Vieme, ze |[{EGP| =
|[{HGP| a |[{PHG| = |{PAG| = |[{GPQ| = |{GPE|. Preto AGEP, AGPH st podobné podla
vety uu. Teda |{PEG| = |{APG| = 90° = PQ L GH. Priamka GH je Eulerova priamka
AABC, pre ktoru je zname, ze plati O € GH. Kedze body OGH lezia na priamke kolmej na
PQ a APOQ je rovnoramenny (OP a OQ su polomery (ABC), priamka OGH je osou usecky
PQ. Odtial vyplyva, ze APGQ je rovnoramenny, ¢ize |[{GQP| = |[{GPQ| = |{GHP| =

(GPHQ) lezia na kruznici. Odtial |{HQG| = 180° — |[{HPG| = 90° ¢o sme chceli dokazat.
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Pozndmky opravovatela.  Vic¢Sina rieSeni bola spravnych, viacero rieSeni pouzivalo |[HG| =
2|GO|, ¢o je dalsia znama vlastnost Eulorovej priamky. Jedind chyba ktora sa v rieSeniach
vyskytla, bolo predpokladanie P € AH bez uvedenia dékazu. (Roland Vizner)

Uloha A4. Majme koneénti postupnost ai,as, . ..,am kladnych celych é&isel. Dokézte, e exis-
tuji nezaporné celé ¢isla x, y, a N také, Ze rovnost

Eﬂ; Vn+ aiJ = |Vnz +y|

plati pre vsetky n > N.

RieSenie. Ak sa vSetky hodnoty a; rovnaju potom Y ", +/n+a; = /m2n+m2a1, Cize
(z,y) = (m?,m2a1) zrejme fungujii. Ak nie st vietky rovnaké tvrdime, ze x = m? ay = mS —1
vyhovuja, kde S = a1 + a2 + -+ + am. UkaZeme si horné ohrani¢enie pomocou Jensenovej

nerovnosti na konkdvnu odmocninu:

m

/ S
Z\/n+ai<m n—&-ﬁzx/xn—&-y—i-lg L\/xn—l-yJ—i-l.
i=1

Teraz nam uz len sta&i ukdzat, ze 3.7, v/n +a; > |/an + y]. Vezmime si k < 1. Nasledne

2
tvrdim, ze pre kazdé k existuje N, ze pre vSetky n > N plati

ka;
Vit a > Vit e
vn

kzag

Dokéazat to vieme jednoduchym umocnenim a tpravou, po ktorej dostaneme a; > 2k -a; + —L,
Nasledne

¢o zrejme asymptoticky plati plati pre dostatoéne velké n. Volme k = %

- kS S —
Z\/n+a¢2mﬁ+7:mﬁ+m7 van +y.

1
>
= Vn 2m+/n

Cim sme hotovi podla Bernoulliho nerovnosti (pre r = %)alebo to vieme umocnit a jednoducho
upravit.
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Pozndmky opravovatela. Spravna volba x,y bola kltu¢ova. x sa dalo uhddnut z asymptotiky ale
na y bolo potrebné mat cit a nejaky insight, kedZe bolo jasné z Jensena a podobnych nerovnosti,
ze to je nie¢o okolo mS ale to samotné nejak nefunguje napr

[Vr+vn+2|# |[VAin+4d ne{t?-1|t=23,...}.

1
2
nadhlad a skimanie (astokrat cez Taylorov rozvoj a iné analytické metédy) a nésledne jeho

konkrétna volba uz bola taka, aby to nejak pekne vyslo. Vela rieSeni vyuzilo aj iné pekné odhady
a metddy. (Adam ,,Dzavo“ Dzavoronok)

Nésledne moze sa zdat ndhodné to ad-hoc lemma s vyuzitim k < = ale to tiez vyzadovalo nejaky

Uloha C4. Dzavo nasiel v rovine n roznych bodov. Rozhodol sa, ze pojde merat vzdialenosti
medzi nimi. Mal vSak po ruke iba logaritmické pravitko, preto pre kazda dvojicu bodov odmeral
ich vzdialenost ¢ a nésledne si do zositku zapisal |log, £|. Dokdzte, ze po skonceni nemal v
zositku viac ako 2n — 2 réznych hodndét.

Riesenie. Oznac¢me M mnozinu vSetkych parnych éisel, ktoré si Dzavo napisal do zositku.

Uvazujme graf G, ktorého vrcholmi bude nasich n bodov v rovine. Pre kazdé parne ¢islo
2k € M zvolime jednu dvojicu bodov A a B tak, ze |log, |AB|| = 2k a priddme do grafu G
hranu AB. Graf G mé teda tolko hran, kolko rdoznych parnych ¢&isel ma Dzavo zapisanych v
zositku.

Pod dlzkou hrany grafu G budeme rozumiet vzdialenost jej koncovych vrcholov v rovine.

Predpokladajme pre spor, #ze graf G obsahuje cyklus. Oznaéme £1,%s, ..., £, dlzky hran
tohto cyklu, pricom ¢; < £ < -+ < £y, (hrany cyklu nemusia lezat v cykle v tomto poradi).
Dalej nech pre kazdé i je 2k; = |log, £; |. Plati 2k1 < 2ka < - -+ < 2k, (tieto nerovnosti st ostré,
lebo pre kazdé ¢islo 2k € M je v grafe G prave jedna hrana s dlzkou £ spliiajiicou 2k = [log, £]).
Potom

11
G4l lpq < 22T oZhatl g 92kmo1t] < 92hm 1l (1 tsta T )
4
— 92km_141 - < 22km-1H2 < 92km < p

To je ale spor s n-uholnikovou nerovnostou, a teda graf G naozaj neobsahuje cyklus.

KedZe graf G neobsahuje cyklus a ma n vrcholov, tak ma nanajvys n — 1 hran. To znamen4,
ze Dzavo si do zositku zapisal nanajvys n — 1 réznych parnych cisel.

Analogicky moézeme dokazat, Ze si DZavo do zositku zapisal nanajvys n—1 réznych neparnych
Cisel.

Dokopy si teda do zositku zapisal nanajvys (n — 1) + (n — 1) = 2n — 2 roéznych hodnoét, ¢o
sme chceli dokézat.

(Matej Vasky)



