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RiesSenia 2. série

Uloha G2. V rovine lezi stvoruholnik ABCD, v ktorom plati |<DAB| = |<ABC| = |[«BCD| a
tiez |DA| = |DC|. Na strane AB je zvoleny bod E tak, ze |BE| = |DA|. Dokézte, Ze priamka
CE je osou uhla <BCD.
Riesenie. Jisté plati |[<DAB| = |[<ABC| > |<ABD|, tedy |DB| > |AD| a z véty Ssu méame
ADAB = ADCB (nebot |DA| = |DC|, |<DAB| = |<DCB| a BD je spoletna), a tedy
|<ABD| = |[«DBC|.

Z sus také ABCE = ACBD, protoze |EB| = |DC|, |<EBC| = |<BCD]| a BC je spole¢na.
Z toho mame |[<BCE| = <CBD|.

Mame tedy, ze |[<BCE| = |<DBC| = 3|<ABC| = 1|<BCD|, jak jsme chtéli.
Pozndmky opravovatela. Z |AD| = |DC| a |[<DAB| = |<BCD| jesté neplyne |AB| = |BC]|.
Protiptikladem je tieba situace, kdy ACD je rovnoramenny trojuhelnik se zdkladnou AC a B

lezi kdekoliv na AC. Tento degenerovany piipad stal nékteréd resSeni jeden bod.
(Véclav Jandcek)

Uloha N2. Je dané celé ¢islo ay, z ktorého je dalej definovans nekone¢na postupnost celych
cisel predpisom an+1 = a2 — an — 1 pre kazdé prirodzené n. Dokazte, %e pre kazdé prirodzené
n je an+1 nesudelitelné s 2n + 1.

Riesenie. Ukazeme, ze kazdy prvociselny délitel ¢isla an1 musi byt vétsi nez 2n + 1. Z toho
uz specidlné vyplyne, Ze an41 je nesoudé€lné s 2n + 1.

Uvazujme tedy néjaké p | ant1. Jelikoz a2 — a, je vidy sudé, vsechna a,41 jsou licha,
takZe miizeme uvazovat p > 2. Oznaéme f(z) = 22 — z — 1 a divejme se na posloupnost {a;}
s rekurenci a;+1 = f(a;) pouze jako na zbytky mod p, tedy berme f jako funkci Z, — Zj.
Vsimnéme si, ze f(0) = —1, f(-1) =1, f(1) = —-1.

Funkci f : Zp — Zy si predstavime jako orientovany graf na mnoziné vrchold Zj: z kazdého
vrcholu x necht vede jedina Sipka do f(x). Pozorovali jsme, ze 1 a —1 (diky p > 2 jsou to ruzné
zbytky) tvoii dvojcyklus, navic z 0 ukazuje Sipka do tohoto cyklu. Z rekurence posloupnosti a
P | an+1 plyne, ze kdyz zacneme ve zbytku a1 a udélame n krokid po Sipkach, dojdeme do 0.
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Pritom ale 0 nelezi uvnitt cyklu, takze v téchto n krocich nutné musime projit n + 1 riznych
vrcholi. Navic jesté po 0 musi nasledovat dvojcyklus 1 a —1, coz jsou vrcholy, které se dosud
v cesté také nemohly objevit. To uz ukazuje p > n + 3. Tento odhad vylepsime: rozmyslime si,
ze do této cesty po Sipkadch z a1 do an+1 = 0 se musi pripojovat jesté spousta dalSich sipek
z dalsich unikatnich vrcholt, ¢imz odhad vylepsime na p > 2n + 1, jak chceme.

Funkce f je kvadraticky polynom. Jakmile pro n&jaka a, b plati f(a) = b, pak mame i

fl—a)=1-a)?—-(1—-a)—1=a’—a—1=f(a)=b.

Kdykoliv tedy na cesté z a1 do an41 mame sipku vedouci z a; do a;41, vede zaroven do a;41 jesté
dalsi sipka z 1 — a;. Jediny p¥ipad, kdy by se jednalo o stejné zbytky (vrcholy), by byl 2a; = 1
(mod p), tedy a; = 271 (mod p). To viak muZe nastat nanejvys jednou, takze v ostatnich
pfipadech mame skute¢né dalsi Sipku z 1 — a; do aj4+1. Vrchol 1 — a; jsme pritom nemohli mit
uz dfive na cesté z a1 do a;, nebot potom by se a;41 vyskytlo dvakrét, coz nelze. Celkové tedy
v grafu mame nésledujici situaci, pficemz v nanejvys jednom vrcholu muze sipka navic z 1 — a;
chybét.

1—a; 1—a2 1—as 1—an

[ J [} [ [ J

[ > @ > @ > > ® > @ > @ > @
al a2 as an ant1 =0 —1 1

Vsechny vrcholy v obrazku jsou navzajem rtzné zbytky mod p, coz nam dava odhad na p.
Mame n + 1 vrcholi aq,...,an+1, dale dva vrcholy +1 a alespon n — 1 vrcholt tvaru 1 — a;
pripojujicich se do cesty dalsimi Sipkami, takze celkem dostavame

p>(n+1)+2+(n—-1)=2n+2>2n+1,
jak jsme chtéli.

Pozndmky opravovatela. Vsechna spréavnd feseni se ubirala podobnym smérem jako to vzorové
— poéitala rizné zbytky modulo p pro p | an41. Resenim, kterd nezuzitkovala zbytky 1 — a;, a
tudiz ziskala jen slabsi odhady jako p > n + 3, jsem udéloval par ¢astecnych bodu.

(Matéj Dolezélek)

Uloha C2. Operdciou na grafe G rozumieme nasledujuci tikon: vezmeme Styri jeho vrcholy a,
b, ¢, d také, Ze existuju hrany {a,b}, {c,d}, zatial ¢o hrany {a,c}, {b,d} neexistuji, a hrany
{a, b}, {c,d} zmazeme a naopak {a,c}, {b,d} prikreslime.

a b a b
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St dané dva grafy G1, G2 na rovnakej mnozine vrcholov a v oboch plati, ze kazdy vrchol
m4 stupen 100. Dokézte, Ze niekolkymi (konec¢ne vela) operdciami dokdzeme G1 previest na Ga.

Riesenie. Definujme si nejaky monovariant, ktory bude popisovat prevod jedného grafu na dalsi.
Pre prehladnost zna¢ime A HB, ak medzi bodmi A a B vedie hrana; ANB, ak nevedie. Operaciu
zo zadania zna¢me O(AHB;CHD) (— (AHC;BHD)), alebo ak nebude zndma existencia hran:
O(A; B;C; D)

Kazdy bod A, ktory si vyberieme, bude mat zoznam svojich priatelov, s ktorymi ostane aj
v grafe G2 (teda také body {X}, Ze pre G1: AHX a zéarovenn pre Go: AHX); potom takych,
ktorych si odstrani (teda také body {Y'}, ze pre G1: AHY a zaroven pre G2: ANY); potom
takych, ktori preftho vzniknu (teda také body {Z}, Ze pre G1: ANZ a zaroven pre Go: AHZ).

Zjavne mnoziny bodov {Y'} a {Z} pre kazdy bod A st rovnako velké, inak by bod A zmenil
svoj stupen v grafe G2. Vyberme si pre bod A nejaky bod z jeho mnoziny {Y'} nejaky bod B
(ak neexistuje bod A s neprazdnou mnozinou {Y'}, tak G2 = G1) a zmazme hranu medzi A a B
(¢ize AHB — ANB). To znamend, Ze pre bod B musi existovat jeho neprdzdna mnozina {Z},
éize vieme z nej vybrat nejaky bod C a spravit BNC — BHC. Kvoli zachovaniu stupiia grafu
vieme pokracovat po (alternujucej) ceste (ako AHB — ANB; BNC — BHC; CHD — CND;

..) aZz kym neutovrime cyklus (kedze méame koneény pocet vrcholov), teda nejaky I a J buda
rovnaké vrcholy na tejto ceste.

Ak ukdZeme, Ze iterdcia v zadani ndm umoziiuje invertovat spomenutym spésobom akyko-
Ivek existujuci cyklus, tak by sme tym kazdému bodu v danom cykle znizit velkosti jeho mnozin
{Y} a {Z} o 1, ¢o je monovariant, na ktorého konci st vSetky tieto mnoziny prazdne a my by
sme vyhrali. Predefinujme si preto cyklus ako striedajiicu postupnost zmien na danych susedia-
cich hrandch H -+ N, N — H, H — N; a operaciu v cykle ako O, ktord invertuje niektoré dve
rovnaké hrany cyklu.

Lemma 1. Cykly, ktorych kazdy bod md stuperi 1 (alebo 2 pocitajic aj ,nehrany®) (nazyvajme
ich jednoduché), dokdZeme invertovat.

Ocislujeme si body tak, ako idl za sebou v cykle (&isla st iba mena bodov). Predpokladajme,
Ze v iom nevieme vykonat operaciu. Potom ju nie je mozné vykonat ani pre O(1H2n; 2H2n—1).
Cyklus sme si tu BUNV definovali tak, ze 1H2n; takze 1 N2, a tiez, 2n — 1N2n. KedZe nevieme
spravit O, tak nutne 2N2n — 1. Analogickou tvahou pre stvoricu 2;3;2n — 2;2n — 1; mame, Ze
3H2n — 2, indukéne teda vidno, Ze hrany ¢ + 172n — ¢ existujd prave ak i je neparne (a i = 0).
To je vSak spor s paritou samotného cyklu, lebo hrana n?n + 1 je z toho pohladu rovnaka ako
hrany n 4+ 1?n + 2 a n-1 ? n, ktoré s nou v cykle susedia.

Tym sme ukdzali, ze vieme v lubovolnom jednoduchom cykle vykonat operaciu, ¢ize pre
nejaké i: O (i + 172n — 4; ¢H2n — ¢ + 1), ¢im sa rozpadédva cyklus:

l—=i=>n—->n+l-2n—i—2n—3i+1—2n—1)
na mensie dva:

l—=i—>2n—i+1—2n—1)
a
(i+l=>n—->n+1—-2n—19—>i+1);
pri¢om niektory druhy cyklus moze byt aj degenerovany (teda tvaru A — B — A — B — A),
no to len znamena, ze sa zvysny cyklus zmensil. Najmensi mozny cyklus ma 4 body, ten isto
vieme zmenit O a dokézali sme, ze vieme vzdy rozdelovat vécsie cykly.

Lemma 2. Slovom stopen rozumejme pocet vsetkych hran a nehrdn susediacich s danym vr-
cholom v wvaZovanom cykle. Vidy vieme z tohto cyklu vybrat jeho podcyklus, v ktorom bude
mat jeho vybrany vrchol A stopen nanajvys 4.
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(Tu by sme Vam odporucali si nakreslit obrazky)
mozme sa v tomto bode rozhodnit, ktorou dalou (ne)hranou (striedajic hrany a nehrany) z
neho odideme. Z bodu A sme BUNYV vysli existujucou H. Ak sme nejakym prechaddzanim cyklu
do bodu A prisli druhykrat, pricom posledny priechod viedol cez N, tak tento podcyklus ma
stopen A =2 < 4.

Ak nie, predpokladajme, Ze sme nejakym prechadzanim cyklu do bodu A prisli druhykrat,
no cez H , teda (A — A) sam o sebe nemdze byt cyklus (dve hrany tejto cesty maju rovnaka
existenciu, H). Ak by kazdd N vedtca (vedie znamend, Ze existuje nejaka cesta striedajuca H a
N, ktora vnutri neobsahuje dany bod, teda A) z A viedla doti cez H, tak mame spor s tym, Ze
pocet H aj N susediacich s A je rovnaky. Teda vieme vybrat takit N, ktora vedie do A opéit cez
N, ¢im méme uz legitimny cyklus (A—H—;... —-H—A—N—;...; —N—A) a teda z predpokladu,
ze bod A musi mat v nasom cykle stopen > 4, mame, ze zaroven vieme oddelit nejaky podcyklus,
kde bude mat A stopen 4.

Pre spor predpokladajme, ze mame nejaky cyklus, v ktorom nedokazeme vykonat O. Potom
zrejme v nom najdeme podcyklus a bod A so stupfiom (podla predoslej uvahy) 4. Susediace
body volajme: A1, Ag, A3, A4, pricom v cykle st AHA, AHAs. Tento cyklus:

(A‘)Al*)Bl*)Cl...CQ*)BQ‘)AQ*)A‘)AS*)BS*}C:{...C44)B4*>A4*>A)

moézme bez zmeny existencie hrany rozdelit na tieto tri cykly, u ktorych v nejakom poradi
skuisime zlozit ich invertovania:

(A= A; - Az - A— A3 = Ay — A) (1)
(A1 - Ay - By =+ Cy — -+ — C1 — B1 — Ap) (2)
(A3 - Ay =+ B4 = C4 — --- = C3 — B3 — A3) (3)

Zistime, ¢i existuje nejaka O, ktoru vieme vykonat, takd, ze bud vytvori niekolko mensich
cyklov, alebo znizi stéet velkosti mnozin {Y'}. Obe tieto O st monovariantné, takze z indukcie
budeme vediet invertovat aj cely cyklus.

(Snadno sa presved¢ime, Ze aj v tychto novych cykloch sa H a N budd striedat (az na A;17As,
A3?Ay4, a tiez, ze tieto hrany po zloZeni cyklov ostani s nezmenenou existenciou.) Pridali sme
dve hrany, A17As, A3?A4 ktorych existenciu nepozname, a potencialne mézu pokazit vykonanie
operacii v niektorych cykloch.

Najprv si véimneme pripad, ze podcykly a by neboli hranovo disjunktné (existencia
hran A17As a A3?A4 nemusi byt zndma). Potom vSak oba podcykly obsahuji nejaka K7L,
vdaka ¢omu mozme z ich casti vybrat podcyklus:

A—-A1—- -+ —>K—>L—- = A3 —> A)

alebo
A—-A1—- -+ —>K—>L—- - — A — A

Zvolme BUNYV prvu moznost. D4 sa rozdelit do dvoch cyklov:

Tym padom vo vybranom cykle vieme najst priechodny (striedajuci H a N) podcyklus, kde
bod A ma stopen 2, tym sa posuvame do mensieho cyklu (indukcia moéze pokracovat).

Teraz moézme predpokladat, ze a budi hranovo disjunktné. Tu sa stac¢i zamysliet nad
moznostami existencie hrdn A17A2 a A3?A4.

Ak stucasne AjNAs a A3H A4, ponika sa invertovat najskor . To sa da Tahko spravit
(prenechévame ¢itatelovi, odporucame pouzit pomocnu (ne)hranu A;?Az). Néasledne dokazeme
v Tubovolnom poradi prejst cykly a (lebo hrany A1 HAz a A3N A4 majd teraz spravnu
existenciu, indukcia pokracuje.
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Ak A1 H A5 alebo resp. A3N Ay, tak vieme vybrat podcyklus , resp. , indukcia pokra-
¢uje v jednom z nich.

Pripad, kedy uz nie je mozné sa presuntut do mensieho podcyklu a existuje bod A stupiia 4,
je

(A= A1 > Ay > A— Az — Ay — A)

¢o je presne , ktory vieme vykonat.

No a kedze sme dokézali, Ze vieme zvolit také rozdelenie do cyklov, kde v kazdom cykle
vieme bud vybrat mensi podcyklus, alebo vhodnou O znizit stcet velkosti mnozin {Y}, skon¢ili
sme. (Martin Andric¢ik)

Uloha A2. Nech R[z] zna¢i mnozinu polyndémov s realnymi koeficientmi. N4jdite vSetky zobra-
zenia ¢ : Rlx] — R[z], ktoré spliiaji nasledujiice podmienky:

(i) Plati ¢(0) = 0.

(ii) Pre kazdy nenulovy polyndém p € R[z| plati deg(y(p)) < 1+ degp, kde deg znadi stupert
polynomu.

(iii) Pre lubovolné redlne ¢islo s a lubovolné polyndmy p, q € R[z] plati p(s) = (¢(q))(s) prave
vtedy, ked q(s) = (p(p))(s). Slovne: polynémy p a ¢(q) nadobudaji v (redlnom) bode s
rovnakych hodnét préve vtedy, ked q a ¢(p) nadobudaji v s rovnakych hodnét.

Riesenie. Ukazeme, Ze zadaniu vyhovuju prave zobrazenia ¢(p) = p a ¢(p) = —p. Tieto dve
zobrazenia zjavne spliiaji podmieky (i) aj (ii). Pre ¢(p) = p sa podmienka (iii) zmeni na
p(s) = q(s) prave vtedy, ked ¢(s) = p(s), ¢o plati. Podobne pre ¢(p) = —p to bude p(s) = —q(s)
prave vtedy, ked g(s) = —p(s), ¢o tiez plati. Dokazali sme tak, Ze spominané dve zobrazenia
naozaj vyhovuju, takze uz len stac¢i ukazat, ze ziadne dalsie nie su.

Najskor do (iii) za ¢ dosadime nulovy polyném, ¢im s vyuzitim (i) ziskame

p(s) =0 <= 0= (p(p)) (s)- (4)

Polynémy p a ¢(p) tak maji rovnaké realne korene (nie nutne s rovnakou nasobnostou).
Zépisom [u,v] budeme oznadovat, ked za p dosadime u a za g dosadime v.
Dosadenim [p, ¢(p)] do (iii) dostaneme

p(s) = (¢ (#(p)) (s) <= (#(p)) (s) = ((p)) (5)-

Pravé rovnost plati pre vSetky reélne éisla s, takze aj lava musi. Polynémy p a ¢ (¢(p)) tak maja
rovnaku hodnotu vo vSetkych redlnych bodoch, takze p = ¢ (¢(p)) plati pre vSetky p € R[z].

Pozrime sa na konstatny polyném p(z) = a # 0. Tento polyném nem4 Ziadne realne korene,
takze vdaka ani ¢(p) nemda. NavySe podla (ii) plati deg(p(p)) < 1, takze ¢(p) je ko-
nstantny alebo linedrny. Ale Tubovolny linedrny polyném ma realny koreri, a preto ¢(p) musi
byt konstantny polyném. No a kedZe nemé Ziadny koreni, tak musi byt nenulovy. Lubovolny
konstantny nenulovy polyném sa tak zobrazi na nejaky konstantny nenulovy polyném.

Teraz si zoberme polyném P(z) = x. Ten ma jediny korent z = 0, taze aj ¢(P) mé jediny
realny koreri, a tym je 0. Polyném ¢(P) tak musi mat stupen aspoii 1 (konstantny polyném ma
0 alebo nekoneéne vela koretiov) a podla (ii) je jeho stupeii nanajvys 2. Musi teda byt linedrny
alebo kvadraticky.

Ak by ¢(P) bol kvadraticky, tak (p(P)) (z) = kx? pre nejakii nenulovt konstantu k. Potom
(k) je tiez nenulova konstanta, ozna¢me ju I. Dosadenim [P, k] do (iii) dostaneme

s=1 < k=ks?

Lava rovnica mé zjavne prave jedno rieSenie, ale prava plati aj pre s = 1, aj pre s = —1, takze
méme spor, a teda ¢(P) nemdze byt kvadraticky polyném.
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Polyném ¢(P) tak musi byt linearny s koretiom 0, teda (¢(P)) (x) = cx pre nejaké nenulové
realne c. Ozna¢me d = ¢(c), pri¢om d musi byt tiez nenulové. Dosadme [P, ¢] do (iii):

s=d <= c=cs.

Pravé rovnica plati prave pre s = 1, takze aj lavd musi, teda 1 = d = ¢(c), z ¢oho s vyuzitim
p = ¢ (p(p)) dostaneme ¢ = ¢ (¢(c)) = ¢(1). Teraz do (iii) mézeme dosadit [P, 1]:

s=c < 1l=cs.
Takze pre s = ¢ plati aj prava rovnica, teda 1 = c2. Musi tak byt ¢ = 1 alebo ¢ = —1.
Ak ¢ = 1, tak pre Iubovolnt konstantu a € R po dosadeni [P, a] do (iii) mame
s=¢(a) <= a=s,
takze p(a) = a. Potom pre Iubovolné p € R[z] po dosadeni [p, a] do (iii) dostaneme
p(s) =a <= a=(¢(p))(s)-

To znamend, ze ¢(p) = p pre vSetky p € R[z].
Nakoniec, ak ¢ = —1, tak podobne ako v predo§lom pripade pre a € R po dosadeni [P, a]
do (iii) ziskame
s=¢p(a) <= a= —s,
takze tentokrat ¢(a) = —a. Opét do (iii) dosadime [p, a], kde p € R[z]:
—p(s) =a < p(s) = —a < a=p(p)(s).

Teraz teda mame ¢(p) = —p pre vSetky polynémy p € R[z].
Dokézali sme tak, Zze ziadne iné rieSenie okrem ¢(p) = p a ¢(p) = —p naozaj neexistuje.
(Lucia Krajéoviechova)



