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Reseni 5. série

Uloha C5. Mnozina n étverct v roviné se nazyva prdtelskd, pokud spliuje nasledujici kritéria:
e Vsechny ctverce jsou shodné.
e Kdykoliv maji dva c¢tverce spolecny bod P, pak P je vrchol obou ctvercti.
e Kazdy ¢tverec se dotyka presné tii dalsich ¢tvercu.

Kolik kladnych celych cisel n je mezi 2025 < n < 5202 takovych, Ze existuje mnozina n cCtvercu,
ktera je pratelska?
Reseni.

Ukéazeme, Ze v nasom rozsahu ¢isel n priatelskd mnozina stvorcov existuje prave pre parne
velkosti n.

Ak je n neparne, uvdzme graf, kde vrcholy sa jednotlivé Stvorce a hranou su spojené tie,
ktoré sa dotykaju. Ak sa v jednom bode dotyka viacero $tvorcov, hranou je spojend kazda
dvojica z nich. Kazdy Stvorec sa dotyka troch inych, takze z kazdého vrcholu vychadzaja tri
hrany. Sucet stupriov vrcholov je 3n, avSak stéet stupniov musi byt vzdy parny (kazda hrana
prispieva dvom koncovym vrcholom), a teda n nemoze byt neparne.

Dalej nech n je parne. Uvazme nasledovné konfiguricie stvorcov. V prvej mame tri $tvorce
okolo rovnostranného trojuholnika a potom tuto trojicu este raz symetricky odzrkadlenu — do-
kopy 6 Stvorcov. V druhej mame eSte Styri Stvorce vlozené doprostred, dokopy 10 Stvorcov.

Vsetky stvorce okrem krajnych v tychto konfiguraciach sa dotykaju prave troch inych, krajné
sa dotykaju dvoch. Ak by sme takéto konfiguracie retazili za seba tak, ze sa krajné Stvorce budu
dotykat v jednom vrchole, dostaneme mnoziny $tvorcov, kde sa kazdy Stvorec dotyka troch
dalsich. Krajné stvorce by sme spojili — vytvorili by sme cyklus, aby sa dotykali navzajom,
a teda tiez mali troch susedov. Rotéacie v spoloénych vrcholoch krajnych $tvorcov vieme volit
lubovolne tak, aby sme uzavreli cyklus.

Ak pouzijeme 0, 1 alebo 2 skupiny 10 Stvorcov, vieme ziskat pocty Stvorcov so vsetkymi
parnymi zvyskami modulo 6 (0 ma zvysok 0, 10 ma zvysok 4 a 20 zvysok 2). Dalsim priddvanim
Sestic vieme dosiahnut vsetky péarne ¢isla vicsie alebo rovné 16.

Ostéava este overit, Ze sa ziadne Stvorce neprekryvaju. Uhol medzi vonkajsimi stranami dvoch
krajnych stvorcov (zelenymi) v Sestici alebo desatici je 120 stupriov, to znamena, Ze celd konfigu-
récia lezi v polrovine vymedzenej priamkou (&ervenou) z krajného vrcholu krajného stvorca (kde
sa dve konfiguracie nadpajaji) pod uhlom 30 stupiiov. Ak budi vSetky uhly v mnohouholniku
tvorenom osami symetrie (ekvivalentne useckami AB) jednotlivych képii konfiguracii véicsie ako
60 stupnov, tak k prekryvu neméa ako dojst. Ukézeme, Ze pre nase n st vSetky uhly dokonca
neostré, teda aspon 90 stupriov.
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Ak nepouiijeme iiadnu konﬁguréciu s 10 étvorcami uz pri 30 §tvorcoch bude 5 konfiguracii
Ak pouzijeme préave jednu desaticu, tak mozeme dat dve Sestice takmer kolmo a dals1e dve
priblizne paralelne s tou desaticou. Kedze dizka usecky AB pri estici je 34 /3 (tri dlzky strany
Stvorca/rovnostranného trojuholnika a dve vysky trojuholnika) a pri desatici je 4 + 2V3 <
2(3++/3), st dve konfiguracie so 6 §tvorcami girsie/dlhsie ako jedna s desiatimi. Preto ich vieme
usporiadat tak, ze uhly (aj ten pri desatici) budd tupé. Sta¢i ndm na to 10+4 -6 = 34 Stvorcov.
Ak pouzijeme dve desatice, mdzeme z nich pri n > 68 dokonca spravit dva samostatné cykly
a tie rozmiestnif v rovine. Tiez by sme mohli dve desatice a dve Sestice usporiadat do obdlznika,
¢im by sme mali véetky uhly neostré (pravé) uz pri 32 $tvorcoch. Pridanie dalsich Sestic moze

5202 _ 2024 _ 1589.

Parnych c1se1 v zadanom intervale, a teda odpoved na otazku tlohy, je 5
(Michal Stanik)

Uloha A5. Uréete vsechny polynomy P s celodiselnymi koeficienty, které spliiuji 0 < P(n) < n!
pro vSechna nezaporna cela cisla n.

Reseni. Je zrejmé, ze P(0) € {0,1}. Preto plati bud P(z) = xQ(z — 1), alebo P(z) = 1 +
2(Q(xz—1)—1) pre nejaky polyném @ s celo¢iselnymi koeficientmi. V pripade P(z) = zQ(z—1) je
podmienka pre P ekvivalentna tomu, Ze @ je sam rieSenim. V pripade P(z) = 1+z(Q(z—1)—1) je
podmienka pre P ekvivalentnd tomu, ze 1 < Q(n) < n! pre véetky n > 1, t. j. Q je stéle rieSenim,
ale spliia o nieco silnejsiu podmienku. Tymto spésobom je lahké charakterizovat vietky riesenia
indukciou podla stupiia: Konstantnymi rieSeniami st zrejme P(z) = 0 a P(z) = 1. Pre linedrne
P dostaneme iba P(x) = z. Pre kvadratické P dostaneme P(z) = z(x — 1) a P(z) = (z — 1)2.
Pre kubické P mozeme pouzit len prva konstrukciu, aby sme ziskali P(z) = z(z — 1)(x — 2)
a P(z) = z(z — 2)2, kedZe obe kvadratické rieSenia maji Q(1) = 0, takZe druhy pripad nie
je pouzitelny. Ale to plati aj v tomto pripade, takze v dalSsom kroku dostaneme len P(z) =
z(x — 1)(z — 2)(xz — 3) a P(x) = z(z — 1)(z — 3)2 atd. Vieobecne existuji dve riesenia kazdého
stuptiad > 2 v tvare z(z —1)(z—2) ... (x—d+1) a P(z) = z(z—1)(x—2) ... (x —d+2)(x — d)2.

(Martin Kopcééany)

Uloha N5. Pro vsechna kladn4 celd ¢&isla n je funkce 'y : N — Ny definovéna jako v(1) = 0 a pro
vSechna n = p‘l)‘ pg .. .pa >1jev(n) =ai +az+ -+ ag. Méjme aritmetickou pos]oupnost
prirozenych cisel X = {xz; } > .- Necht pro kladné celé c1s]o a > 1 je posloupnost {y(a®i —1)}9°
také aritmetickou posloupnosti. Ukazte, ze posloupnost X musi byt konstantni.
Reseni.

(Podle Jakuba Trcky) Nejprve si pov§imnéme, Ze pro v8echna x,y € N zjevné plati v(xy) =

y(x) + v (y)-

Lemma Necht z € N a p prvoéislo, kde p | x — 1, a tedy = > 1. Potom plati nerovnost
(&P —1) <p-logy(x) +v(z — 1).

Diikaz. Ziejmé plati zP~1 4 ... 41 =
Jestlize g |z—1a tedy q # D, pak z LTE dostavame vg(zP — 1) = vq(p) + vg(z — 1) = vg(z — 1),

aP—1

odkud plyne, 7 .Cislaz—1a jsou tedy nesoudélna. Jestlize naopak q f z — 1,

potom ordg(z) | p a zaroven ordg(x) # 1, tedy ordg(x) = p. Je zndmo, ze ¥4d modulo ¢ déli
q—1, a proto p | ¢ — 1, coz implikuje ¢ > p. Odtud jiz plyne

P —1> a:_—ll —Hpo”>p ”*1).
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Proto (jelikoz logaritmus se zdkladem p > 1 je rostouci funkce) dostavame

zP —1
v(@P — 1) =v(x—1)+'y( p— ) <v(@—1) +log,(af — 1) <~v(z —1) +p-log,(x).

O

Nyni pfistupme k samotnému diikazu ulohy. Pro spor predpokladejme, ze posloupnost X je
nekonstantni; jelikoz se sklada z prirozenych cisel, je zaroven rostouci.

Je-li posloupnost X soudélna s nejvétsim spoleénym délitelem d, pak predefinovanim X :=
X/d a a := a® zjevné zlistanou zachovany jak podminky tlohy, tak i jeji zavér. Bez ujmy na
obecnosti tedy muzeme predpokladat, ze X je nesoudélnd posloupnost. Z Dirichletovy véty o
aritmetickych posloupnostech vime, ze kazda nesoudélna rostouci posloupnost obsahuje neko-
ne¢né mnoho prvocisel. Existuje tedy nekoneéna rostouci posloupnost indexi N = {n;}$2,
takova, ze xn, jsou prvocisla. Zvolme L tak, aby pro vSechna i > L platilo z,,; > a — 1; takové
L zjevné existuje, nebot posloupnost (z;) je rostouci. Pro k > L nyni aplikujeme Lemma na
T =a ap=Tn,. Plati tedy zn, {a — 1, a ze zadani dostavame

O(zny,) = ~v(a®h —1) <y, -log,, (a) +v(a—1) = o(zny),

coZ je spor, nebot pro dostatec¢né velké k takova nerovnost nemiize platit.
(Adam ,,Dzavo“ Dzavoronok)

Uloha G5. V trojuhelniku ABC' jsou M, N a P stiedy stran BC,CA a AB. Bod K lezi na
useéce NP tak, ze AK je osa thli <BKC. Necht piimky M N,BK se protinaji v bodé E a
primky M P,CK se protinaji v bodé F. Piedpokladejme, ze H je pata kolmice z bodu A na
usecku BC' a L je druhy prusecik kruznic opsanych trojuhelnikim AKH a HEF. Dokazte, ze
piimky MK,EF a HL se protinaji v jednom bodé.

Reseni. Najprv podla Pappusovej vety o trojuholniku BKCNMP plati, ze A € EF, a podla
Pappusovej vety o trojuholnikoch ABCENK a ACBFPK plati, z2e AP || BF || CE. Kedze AK
je osa uhlov /BKC a ZEKF, tak plati

AFBE = {FBK = {AKB = {CKA = {KCFE = {FCE,

z ¢oho vyplyva, ze BOCEF je tetivovy.
Nech T=FEFNNP aS=MKnNFEF. Vsimnime si, ze

—1=(BC;Moopc) 2 (EF; ST) ¥ (NP; KT).

Kedze BC a EF st antirovnobezné vzhladom na /K, KS je K-symetrickd os trojuholnika
AKEF, takze KT je dotyénicou k (KEF). Ale {TAK = {FEC = {ECB = {AKT, z ¢oho
vyplyva, ze TA = TK. Kedze A a H st obrazy v osovej simernosti cez NP, T je stred kruznice
opisanej okolo trojuholnika AAKH.

Nech sa (AKH) a (KEF) sa opit pretinaja v bode D. Kedze (AKH) a (KEF) st ortogo-
nalne (doty¢nice v prieseénikoch sii kolmé na seba), TD je dotyénicou k (K EF), takze T je pol
KD aDec MKS.

Podla vety o poten¢nom strede pre (HEF), (AKH), (KEF), sme potom hotovi.

(Majda Misinova)




