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ReSeni 6. série

Uloha C6. Kuba si z nudy napsal posloupnost n riznych realnych &isel. Vsiml si, Ze kdykoliv
z této posloupnosti vyskrta nékolik cisel tak, aby zbyla posloupnost byla klesajici, potom tato
nova posloupnost bude obsahovat nanejvys k cisel. Ukazte, ze umi ¢isla v ptivodni posloupnosti
obarvit nejvyse k barvami tak, aby ¢isla jedné barvy vzdy tvorila rostouci posloupnost.

Reseni. Barvy odislujeme od 1 do k a &isla obarvime néasledujicim ,hladovym*“ algoritmem:
Postupujeme zleva doprava a v kazdém kroku postupné vyzkousSime vsSechny barvy od prvni
do k-té. Narazime-li na barvu, kterd zachova podminku, ze obarvena cisla od jedné barvy tvofi
rostouci posloupnost, tak ji vyuzijeme. Pro spor predpokladejme, Ze timto postupem neumime
obarvit celou posloupnost, tzn. existuje krok s ¢islem a, které neumime vybarvit.

Nemoznost pouzit barvu k je zpusobena tim, Ze existuje ¢islo by s barvou k nalevo od a,
které je navic vétsi nez a. Nyni se podivame na cislo bg. Pfed nim musi existovat ¢islo by_1 s
barvou k — 1 vétsi nez by, jinak bychom byli neobarvili by, barvou k. Analogicky najdeme by_o s
barvou k—2 pted by _1 a vétsi nez by _1, atd. Vytvorime tak klesajici posloupnost b1, b2, ..., bk, a
délky k + 1, coz je spor.

Poznamky opravujiciho. Vétsina Fesitelt pouzila myslenku podobnou vzorovému feseni. Bo-
huzel sepsani rigorézniho feseni délalo mnohym potize. Zavedeme-li na posloupnosti castecné
usporadani takové, ze ¢islo a je lepsi nez b pravé tehdy, kdyz a > b a a lezi napravo od b, pak
nase uloha je vlastné jen znéni Dilworthovy véty. (Anh Dung Le)

Uloha N6. Nechta ab jsou prirozena cisla a c celé cislo. Ukazte, ze existuje prirozené x takové,
ze
b|la®+x—c

Reseni. Posloupnost (ai)l?'i1 je zfejmé periodickd modulo b (s pfipadnou pfedperiodou), nebot
kazdy ¢len posloupnosti je uréen predchozim, a zaroven ¢leny této posloupnosti mohou nabyvat
jen b ruznych hodnot. Ozna¢me délku nejkratsi periody p. Ta je mensi nez b, kdyz b > 1: Kdyby
bylo p > b, pak protoze kazdy ¢len posloupnosti urcuje ten nésledujici a mame jen b ruznych
hodnot, musi byt p = b a mezi témito p po sobé jdoucimi ¢leny této posloupnosti je kazdy c¢len
pravé jednou, konkrétné tam najdeme nulu. Ale potom bude kazdy dalsi ¢len posloupnosti 0,
takze p = 1, takze b = 1.

Dokéazeme o trochu silnéjsi tvrzeni, nez se po nas chce, konkrétné, ze pro libovolné a, b, ¢ ze
zadani existuje libovolné veliké x splnujici zadany vztah. Toto tvrzeni dokdzeme silnou indukci
podle b. Pro b = 1 tvrzeni zjevné plati.

Nyni predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro vsechna by < b. Potom plati i pro d = ged(p, b).
Vime totiz, ze b > p, tedy b > d.

Z predpokladu vime, ze pro kazdé c existuje z takové, ze d | a® + ¢ — c. Jinymi slovy
posloupnost (ai +1)22, generuje vsechny zbytky modulo d. Proto existuji ¢isla ng, n1, n2, ...,

ng_1 takové, ze a™ + n; = i (mod d) (coz jinymi slovy znamend, ze a™i + n; = i + m;d,
ktera jsou navic tak velika, ze a™ uz lezi v periodické &asti posloupnosti a’ (tedy a™i nelezi v
pfedperiodg).

Muzeme tedy v Zp psat rovnosti:

aitEP) | (n; 4+ kp) = a™ 4+ n; + kp (mod b)
=i+ md+ kp (mod b)
Ez‘+d~<mi+k~§) (mod b)
=i+dj (mod b) (1)



Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS 6. séria

Vyuzili jsme periodi¢nost posloupnosti (a* ) © , a indukéni pfedpoklad. Protoze d = gcd(p, b),
je £ nesoudélné s b, takze posloupnost (m-+k- )k:() generuje vSechny zbytky modulo b. Zvolime-
lizs=c (modd)aj=|g], staci ndm poloiit x = n; + kp, kde k je takové, ze m + k - 5 =j
(mod b). Zjevné k umime zvolit libovolné vysoké, tedy i z umime zvolit libovolné vysoké. Takze
jsme nalezli libovolné velké « takové, ze b | a® +x — c. (Vasek Vorécek)

Uloha A6. Necht n > 2 Jje prirozené cislo a x1, z2,..., Tn jsou kladna realna cisla. Ukazte, ze

1
Yot —ey

1ZiTip1 S TiTip1 (T + Tiv1)

Reseni. Ukdzeme, Ze pro kazda tii kladna realna a, b, ¢ plati
1 n 1 > 1
(a4+b)2  (b+c)2 = b2 +ac

Po vynésobeni nerovnosti (kladnymi) jmenovateli a po zjednoduseni dostaneme ekvivalentni
tvar b% + ac® + adc > a2c? + 2ab%c. Ten se snadno dokéze pouzitim dvou AG nerovnosti:
bt + (ac® + a3c) > bt + 202 = (b* + a%c?) + a%c? > 2ab%c + a2

Pomocnou nerovnost mame dokazanou, mizeme ji tedy pouzit na (kladné realnd) ¢isla ze zadéni.
Necht tedy a = z;—1, b = x;, ¢ = ;41 pro néjaké i (uvazujeme zacyklené indexy, aneb z,4+1 =
Z1, o = xn). Vyslednou nerovnost jesté vydélime kladnym redlnym ¢islem z; (ekvivalentni
uprava) - dostaneme tedy pro dané i nerovnost

1 1 1
o+ mi 1z~ wi(@im1 +2)? @@+ @ig1)?

Tyto nerovnosti cyklicky seCteme pfes vSechna ¢ = 1,2,...,n a dale upravujeme, dokud nedo-
staneme primo znéni dokazované nerovnosti - kromé posunuti indexu v cyklické sumé jde jen o
snadné upravy.

1 1
) . )-
1TiTiv1 ~ o (iﬁi(l’i—l +z:)?  wi(zi+xip1)?

1 1 1
_sz(xl 1+ )2 Jrz (24 . 222 , . . 2+Zﬁ:

cye Iz(xz + Iz+1) cye x1+1(.’L’1 + :C’Hrl) p xl(xz —+ xz+1)

Ti + X1 . 1
%41 (T + Tig1)? i1 (s + Tig1)

cyc cyc

Coz je pfesné to, co jsme méli dokazat.

Poznamky opravujiciho. Dosla tii spravna feseni, z nichz se dvé ubirala podobnou cestou
jako to vzorové. Za zminku stoji feseni Danila Kozevnikova, ktery priklad fesil indukci podle
poctu proménnych. Nékterd ztroskotala na oSemetném pouzivani ztratovych tprav - zvlasté
u jednodussich homogennich nerovnosti jako je pomocnéa nerovnost ze vzorového feseni se vic
vyplati bezeztratové roznasobovat.

(Marian Poljak)

Uloha G6. Necht ABC' je riiznostranny trojihelnik. Kruznice vepsans AABC se stfedem I
se dotyka AC v bodé Bi. Primka BI protinda AC v bodé Bs. Oznacme wp kruznici opsanou

2
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A BB Bsy. Analogicky zkonstruujme wa a we. Ukazte, Ze potenéni stiecEI wa, wp awe lezi na
primce OI, kde O je stied kruznice opsané ANABC.
Reseni.

Bud HT stied kladné stejnolehlosti, ktera pirevadi kruznici vepsanou ABC na kruznici
opsanou ABC. Ukazeme, ze H™ je hledany potenéni stted. Z toho uz bude zbytek jasny, protoze
stejnolehlost prevadéjici vepsanou kruznici na opsanou také prevadi I na O, takze specidlné musi
H7, I a O lezet na jedné piimce.

Oznacéme si jako Sp prisecik piimky BI s kruznici opsanou ABC, déle jako B’ prisecik
S B také s touto kruznici. VSimnéme si, Ze pokud si tsecku AC nakreslime vodorovné, pak B
a Sp budou ,bod dole“ na vepsané a opsané, takze na sebe prechazi v uvazované stejnolehlosti.
(Formalngji se da napiiklad Fict, Ze teény v nich jsou rovnobézné, nebo ze IB; | AC L OSp,
takze IBy || OSp a zaroveii By a Sp le#i ve stejné poloroving uréené OI.) Tedy H* lezi na
piimce SpBj.

Ze Shooting lemmatu plyne, ze B’ By B2 B je t&tivovy étyftuhelnik. To znamena, e B’ € wpg.
Protoze Ht € B’Bj1, je mocnost Ht k wp rovneﬁl H+B' -H*B;.

Oznacme si jako k koeficient stejnolehlosti, kterd prevadi kruznici vepsanou na kruznici
opsanou a jako m mocnost bodu HT ke kruznici opsané. Protoze Ht v dané stejnolehlosti

. +3
prevadi Bi na Sp, je HT By = 225 Tedy

H+B/.H+Blzw:ﬂ
k k

1Potenéni bod ti{ kruznic je bod, ktery k nim viem ma stejnou mocnost.
2 Abysme nemuseli rozebirat, jestli lezi uvnit¥ nebo vné kruznice, budeme brat orientované
délky.
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To znamend, e mocnost Ht k wp je % Analogicky dostaneme, %e mocnost HT k wy a
we je % To ale znamena, ze H je hledany potencni stied, coz jsme chtéli ukézat.

Pozndmky opravujictho. Prestoze tloha byla uvedena jako ¢tvrta, nebyla prilis tézka. Sestavala
z nékolika krokd, z nichz zadny nebyl sdm o sobé prilis tézky:
1. Pokud se ma ukéazat, ze néjaky bod lezi na OI, je to skoro vzdycky néjaky stied stejno-
lehlosti. Tak si je dokreslime.

2. Mame kruZnici opsanou a mame pfimku BI. Dava smysl dokreslit si Svrékav bod. Aha
Sp a Bj jsou vlastné ,ty samé body“, vzhledem ke stejnolehlosti.

3. Protoze pfimka Ht B; ,mé né&jaky smysl“ a chceme néjakou mocnost, je vcelku logické
pocditat mocnost pomoci prise¢iki wp s touto pfimkou. Vhodny obrazek/kreslici aparét
nam fekne, ze druhy prisecik lezi na kruznici opsané. To je nerychleji vidét ze Shooting
lemmatu, ale jde to i ,prosté vyuhlit“.

4. Zbytek uz nevyzaduje zadnou extra myslenku, to se prosté udéla.
(Rado Svarc)



