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ResSeni 3. série

Uloha G3. Budi# déan trojithelnik ABC, kde |AB| # |BC|, s kruznici opsanou k. Osa vnitiniho
thlu <ABC protne stranu AC v bodé D. Déle at M je stiedem oblouku kruznice k vymezeného
body A, C, ktery obsahuje bod B. Kruznice opsana trojuhelniku BDM protina piimku AB
podruhé v bodé J. Oznacéme déle K obraz bodu A ve stfedové soumérnosti podle J. Kone¢né
at L je priisecik piimek AM a DK. Dokazte, Ze body K, L, M, B lezi na jedné kruZnici.
Reseni. Ozna¢me S stfed oblouku AC neobsahujici bod B, X stied AC a v velikost thlu
ZBCA.

Protoze je M antisvrk, tak M S je pramér k a soucasné osa usecky AC prochazejici X. Tedy
/ZSBM =90 =45XD = ZDSM, takze DX BM je tétivovy ¢tyriuhelnik. Uzitim mocnosti bodu
A ke kruznici opsané DX BJ mam |AD| - |AX| = |AJ| - |AB|. Vynasobim celou rovnici dvéma
a uziji, ze X je stfed AC resp. J je stfed AK, |AD|-|AC| = |AK]| - |AB| tedy body D, C, K,
B lezi na jedné kruznici.

Nyni rozebereme dva pripady:

e pokud |BA| < |CA|: [£BMA| = |£BCA| =180 — |£BKD| = |/BKL)| tedy |£BML| +

|/BKL| = 180, takze body K, L, M, B lezi na jedné kruznici.

e pokud |BA| > |CA|: |ZBMA| = 180 — |/BCA| = |/DKB| = 180 — |/BKL| tedy

|/BMA| + |£BKL| = 180, takze body K, L, M, B lezi na jedné kruznici.

E

Pozndmky opravujictho. Vétsina doslych FeSeni spravné vyftesila tlohu pro jednu konfiguraci,
ale ve vice nez pulce z nich nebyla vyfesend druhd konfigurace, za coz jsem strhavala bod.
(Veréa Hladikovéd)

Uloha C3. iKSko resi stalych 2n studentt, kde n > 1 je pFirozené ¢islo. PFitom kazdy rok prave
n z nich jede na IMO. Bylo by pékné, kdyby spolu kazdi dva resitelé byli alespon na jednom.
Kolik let nejméné je potreba, aby se jim to mohlo podaiit?

Reseni. Nejprve udélame spodni odhad a potom k nému najdeme konstrukci. Kazdy iKSkaf se
musi na IMO potkat s 2n — 1 spolufesiteli, ale na kazdé IMO se potkad pouze s n — 1 fesiteli,
takze musi byt alesponi na 3 IMO. Celkem tedy musi byt 2n -3 Gcasti, ale kazdy rok je jich pouze
n, takze je potfeba alespon 6 let.
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Pokud je n sudé, muzeme iKSkare rozdélit na ¢tvrtiny. Mame tedy 4 skupiny, na IMO
muzeme poslat 2 skupiny zaroven a kazdé 2 skupiny tam musely jet spolu. Je 6 moznosti jak ze
4 prvkové mnoziny vybrat 2 prvky, takze ndm na to staci 6 let.

Pokud je n liché, pak bude n — 3 sudé a budeme hledat konstrukci pro n = 3 a feSeni pro
sudé n a vhodné je spojime. 2n — 6 iKSkafu rozdélime do 4 stejné velkych skupin - A, B,C, D
a zbylych 6 ocislujeme 1,2,3,4,5,6, pak na IMO muzZzeme poslat nasledujici vypravy:

123AB

145AC
156AD
235BC
246BD
346CD

a snadno ovéfime, ze skute¢né byl na IMO kazdy s kazdym a zaroven jsme vzdy na IMO poslali

pravé n soutézicich, protoze 3 + 2 - 2n=6

. - n

(Vasek Vorécek)

Uloha A3. Meéjme n prirozené. Na Cerné nasténné kiidové tabuli jsou napsana po dvou rizna
nenulova redlna cisla x; pro ¢ od 1 do n. Navic, na bilé magnetické tabuli se stojanem jsou
(=n°

napsana ¢isla x; + ~—
i

pro i od 1 do n. Rozhodnéte, pro ktera n mohou byt na obou tabulich
stejna cisla.
Reseni. Zjevné n nemiize byt rovno jedné.

Ukazeme, Ze n nemze byt sudé. Pokud by tomu tak bylo, byl by soucet ¢tverct vsech cisel
na obou tabulich stejny. Potom by ale platilo

i=1 i=1 o i=1 i i=1 im1 T

coz se zjevné nemuze stat.

Zbyva ukazat, ze pro licha n > 1 takova éisla existuji. Necht plati n = 2k + 1, kde k je
pfirozené ¢&islo. Bud f(z) =z + % aglx)=z— % Polozme h(z) = g(f(g(--- f(g(z))--+))) — =,
kde se f objevuje k-krat a g se objevuje (k+1)-krat. Ukdzeme, Ze existuje z1takové, ze h(z1) = 0.
Potom volbou z2 = g(z1), 3 = f(z2), ..., xn = f(zn—1) dostaneme (diky tomu, ze 1 = g(zn))
n-tici, ktera spliuje podminky ze zadani. Jedind podminka, ktera neni zcela zjevna je, ze takto
ziskand ¢isla jsou rtzné. Necht tedy pro spor zp = x, pro k < £, kde toto je nejblizsi takova
dvojice. Pokud je £—k sudé, potom existuje (£—k)-tice, ktera splituje zadani - 2k, Tg41,...,Te—1
nebo xy1,...,%s, coz je spor s tim, ze pro suda n takova n-tice neexistuje. Pokud je £ —k liché,
je situace o néco komplikovanéjsi.

Bud p(z) = f(g(z)) = = + 13171 aq(z) =g(f(z)) =z + ﬁ Nejprve ukazeme, Ze pro
z # 0,1 je |p(z)] > |z| a|q(z)| > |z|. To sta¢i ukdzat pro x kladnd, nebot p a ¢ jsou liché funkce.
Pro ¢ je to jasné. Nyni obratme pozornost k p. Pro z > 1 je tvrzeni zjevné z p(z) > z. Pro

2y, .2
z <1 je z AG nerovnosti 3 = % > V(1 —22)22 > (1 — 22)2?, tedy 2z < —L 5, tedy

r—x3?

p(z) = ¢ + —— < —, z Geho uz plyne |p(x)| > |z|.

.’1:371/'
Nyni tedy bud ¢ — k liché. BUNO necht je k sudé a £ liché (nikde nebudeme pouzivat, ze
n—xp+1
£ >k, a tedy toto BUNO je skute¢néd BUNO). Plati 21 = ¢ 2 (z¢) @z = p% (z1). Proto

ale plati |x1| > |z¢| a |xk| > |z1], takZe nemuze byt z) = xy.
Nyni tedy chceme ukazat, Ze existuje = takové, ze h(z) = 0. Funkce f je spojitd na intevalu
(0,00) a jeji hodntoy v ném (diky AG nrovnosti) lezi v intervalu [2, 00). Funkce g je spojita na
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intevalu (1, 00) a na tomto intervalu m4 kladné hodnoty. Proto je h spojitd na intervalu (1, co).
Staci tedy Fict, ze existuji a,b € (1,00), ze h(a) < 0 < h(b).

Protoze plati g(f(g(1,1))) ~ 4,14 a q(x) > z pro z > 1, je h(1,1) > 0.

Funkce g(z), p(z) a 23 — x jsou pro dostatecné velka x rostouci, protoze vSechny racionalni
funkce jsou pro dostateéné velkd x monoténni a g(z), p(x) i 3 — 2 jdou zjevné do nekoneéna
pro z jdouci do nekonecna.

Jednoduchou indukci ukdZzeme, Ze pro dostatecné velkd z je p* (z) <z + z3k_z. Prok =1
nastava rovnost. Nyni nechf pF(z) < = + 13111. Potom z rostoucnosti p mame pFtl(z) =
k k 1 K 1 k41
p(PF(2)) < p(z+ =) =2+ 53— + 3 — <z+ g+ - =a+ S,
(r+5) -~ (o)
xS —x zo —x

kde v posledni nerovnosti jsme vyuzili rostoucnost z3 — x.

Vezméme dostateéné velké x > 2k + 2. Potom je 28 > 2z* a z* > 2k2, takze 26 — z* > 2k2,

2 2 2

éili 23 > I%’iz Zéroven je 3 > 2(k+1)z, takze x3 > (k+1)z+ 13{“71. Tedy 2% —z > k:(:-i—mcfﬁ,

takze ﬁ > ﬁ Protoze je navic g rostouci, mame g(p*(x)) < g(z+ I3’iz) = x—i—ﬁ —
o —x

—1— <z, tak#e h(z) < 0. Tim méame hotovo.

o+ -k
+o3

—x

(Jan Petr, Rado Svarc)

Uloha N3. Najdéte vsechna piirozené éisla n takova, ze pro libovolné pFirozené k existuje
pFirozené a spliujici n | a® +a—k.
Reseni. Ukdzeme, %e odpovéd zni ,vSechny mocniny trojky*.

Protoze kazdy zbytek a modulo n generuje pravé jeden zbytek a® + a modulo n, je otézka
ekvivalentni s tim, Ze a3 + a = b + b (mod n) pravé tehdy, kdyz a = b (mod n).

Nyni si dokédZeme dvé pomocné tvrzeni.

Lemma 1: Pro liché prvoéislo p a celé &islo k takové, Ze p + k ma kongruence 2 — y? = k
(mod p) prévé p — 1 feSeni modulo p.
Dukaz: Polozime-lia=x +y a b=z —y, plati z = aT‘"b ay= %_b (to je validni, protoze

p je liché), coz ndm dava rovnici ab = k (mod p), kterd mé zjevné p — 1 FeSeni (jedno pro kazdé
nenulové a). Protoze pro kazdé z, y existuje odpovidajici a, b a vice versa, mame, ze pivodni
rovnice ma skutec¢né p — 1 feSeni.

Lemma 2: Je-li p > 3 prvodislo, a a, b jsou celd ¢isla nesoudélnd s p, kterd jsou bud obé
kvadratické zbytky, nebo obé& kvadratické nezbytky modulo p, pak rovnice 22 +3y? = a (mod p)
a 22 4 3y? = b (mod p) maji stejny pocet feseni modulo p.

Dtikaz: Z multiplikativity Legenderovych symbolii plyne, Ze existuje t, Ze bt?> = a (mod p).
Pak kazdé feseni 22 + 3y? = a (mod p) sbijektime s fesenim 2 + 3y? = b (mod p) piedpisem
(z,y) = (tz, ty).

Nyni ukazme, ze jedingm vyhovujicim prvodéislem je 3. Dvojka zjevné nefunguje, a trojka
(jak jednoduse ové¥ime) funguje, takze dale bud p > 3.

Necht a® + a = b +b (mod p) neplati pro z4dné a Z b (mod p). Tuto rovnici upravime na
(a—b)(a®?+ab+b%2+1) =0 (mod p), neboli a® +ab+b? = —1 (mod p). Substituujme k = a+ g,
L= g a dostaneme, Ze uvazovand rovnice je ekvivalentni s k2 + 312 = —1 (mod p). Oznaéme si
jako z; podet rtiznych dvojic (k,1), pro které je k2 + 312 =i (mod p).

Je-li —1 kvadraticky zbytek modulo p, je z lemmatu 2 x_1 = x,2 > 2, takZe p nemuze mit
—1 za kvadraticky zbytek, neboli p neni 4m + 1. Bud tedy p = 4m + 3.

Bud z_; = 0. Pak budou z; nulova pro v8echny kvadratické nezbytky, tedy nejvyse 2m + 2
z hodnot x; je nenulovych.

Necht P oznacuje podet feseni rovnice a? + 3b% = c? + 3d? (mod p). Tuto rovnici mizZeme
upravit na a? —c? = 3(d? —b?) (mod p). Pokud je prava strana nenulova, mame diky lemmatu 1
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(p—1)2 moznosti, jak zvolit (a, b, ¢, d). Je-li naopak nulova, pak mame zjevné (2p—1)? moznosti,
jak zvolit (a,b,c,d). Takze P = (p — 1)3 + (2p — 1)2.

Zjevné je Y.P_, x; = p>. Zéroveil z definice P plyne }.?_, 22 = P. Protoze z x; pro i od
jedné do p je nanejvys 2m—+2 nenulovych, mizeme si odmyslet ty nulové a z Cauchy-Schwartzovy
nerovnosti dostaneme (2m +2) (3F_; 22) > (32, xi)2.

To nam po dosazeni da (2m + 2) ((4m +2)% + (8m + 5)2> > (4m + 3)%, neboli —128m* —

320m3 — 228m?2 — 110m — 15 > 0, coz pro kladna m zjevné neplati. Z toho plyne, Ze x_1 musi
byt kladné.

Nyni je zjevné, ze pokud ma n prvociselného délitele p razného od 3, pak nemiize vyhovovat,
protoze naSe funkce nenageneruje vSechny modulo p a tedy ani vSechny zbytky modulo n.Proto
n muze byt jenom mocnina trojky.

To, 7e vSechny mocniny trojky vyhovuji, dokdZeme indukci. Pro n = 3° a n = 3! to je
zjevné pravda. Nyni nechf tvrzeni plati pro n = 3¥. Uk4zeme ho i pro 35+1,

Necht a® + a = b% + b (mod 3F*1). Potom mame a3 +a = b3 + b (mod 3*), takze a = b
(mod 3%). Tedy b = a + t3*. Z toho mame a® + a = (a + t3%)3 4+ a + t3* (mod 3**+1), neboli
0 = 3a23F + 3at23%F + 1333% 4 3% = 3% (mod 3F*'). To ale znamena b = a + t3* = a
(mod 3*t1), coz jsme chtgli.

(Filip Bialas)



