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ResSeni 3. série

Uloha C3. Dzavo by rad obarvil pfirozena ¢isla tfemi barvami. Poté, co je obarvi, piijde Soso,
vybere si pfirozené ¢islo a rozdéli jeho délitele na tii hromadky podle barvy. Rozhodnéte, zda
Dzavo miiZe ptirozend &isla obarvit tak, aby se velikosti zadnych dvou SoSovych hroméadek
nelisily o vice nez 1, bez ohledu na to, jaké ¢islo si Soso vybral.

Reseni. Dzavo naozaj vie ofarbit prirodzené &isla podla zadania. Vyhovujtcim ofarbenim je
napriklad (&i existuje aj iné vyhovujtuce ofarbenie nechdme ako cvi¢enie pre citatela) ofarbit
&isla podla poctu prvocisel v rozklade (vratane nasobnosti) modulo 3. Uz len ukézat, Ze toto
ofarbenie spliia zadanie, teda, Ze pre kazdé k sa delitele rozdelia na 3 képky podla farieb, pri¢om
ich velkosti sa nelisia viac ako o 1.

Tvrdenie o¢ividne plati pre kK = 1. Nech n je najmensie ¢islo, pre ktoré tvrdenie neplati.
Uvazujme Iubovolny prvoéiselny delitel p ¢isla n. Nech n = mp®, kde oo = vp(n), teda p f m.
Vsetky delitele n st potom préave &isla tvaru dp?, kde d je delitel m a 0 < 8 < «. Vieme, ze
pre m tvrdenie plati, kedze m < n, teda delitele m sa rozdelia na 3 kdpky, ktoré sa navziajom
nelisia viac ako o 1. Uvazujme 3 mozné pripady:

Ak o = 2 (mod 3), tak vieme pre kazdé d | m potrojickovat delitele dp®,dp®T?!, dp®*?2 pre
vsetky a =0, 3,6, ..., — 2. V kazdej trojici su delitele inej farby, teda z kazdej farby je rovnako
delitelov.

Ak a = 0 (mod 3), tak vieme delitele podobne potrojickovat, akurdt nam zostanu delitele
tvaru dp?, teda prave delitele &isla m. Kedze ale m spliia zadanie, tak aj n musi.

Ak a = 1 (mod 3), tak modzeme zase delitele potrojickovat, ale tento krat priddme do
mnoziny delitelov aj &isla tvaru dp®*1. Delitelov je teraz rovnako v kazdej farbe, no este musime
odratat ¢&isla tvaru dp®*!. Tie st medzi farbami rozdelené rovnako, ako delitele d &isla m, ale
posunuté o 2 farby, kedze a + 1 = 2 (mod 3). Preto sa buda skupiny podla farieb spravené z
gisel tvaru dp®t! lisif navzajom najviac o 1. Teda ked ich odratame od farebne rovnomerne
rozlozenej mnoziny &isel tvaru dpf, kde 0 < 8 < a + 1 (tym dostaneme mnozinu delitelov n),
tak dostavame 3 farebné mnoziny, ktorych velkosti sa navzajom nelisia viac ako o 1.

Preto n vyhovuje né$mu ofarbeniu, ¢im sme dosli ku sporu. Ofarbenie preto spliia zadanie
pre vsetky prirodzené k, ¢o bolo treba dokazat.

(Jakub ,,Soso“ Sosovicka)

Uloha N3. Jsou déna celd é&isla a, b, z nichz nasledné zkonstruujeme rekurentni posloupnost
celych cisel danou zg = 1 = 0 a splnujici

Tp42 = aTp41 +brn +1

pro vSechna n > 0. Dokazte, Ze pro kazdé prvocislo p je NSD(xp, xp41) budto roven 1, anebo je
vetsi nez /p.

Reseni. Pro pevné prvoéislo p oznaéme NSD(zp,p+1) jako d. Budeme zkoumat posloupnost
()52, modulo d. Uvédomme si, Ze kazdy clen je pfesné urcen piedchozimi dvéma ¢leny. Modulo
d je pouze d ruznych hodnot, kterym mohou ¢leny nabyvat, pokud se tedy budeme divat na
posloupnost dvojic po sobé jdoucich ¢lenti, tedy (z;,z;+1) pro nezidporna celd i, takovychto
riznych (usporddanych) dvojic je modulo d nanejvys d?. Proto se po néjaké dobé musi zaéit
periodicky opakovat, a jelikoz dvojice po sobé jdoucich ¢lent pfesné definuje nasledujici ¢len, i
ty se musi po néjaké dobé periodicky opakovat. Navic se posloupnost dvojic (tedy i élentt) musi
zadit opakovat nejpozdéji u ¢lenu d?, jelikoz pravé tolik riiznych hodnot mtizou dvojice nabyvat.
Necht délka minimalni periody je k, tedy & < d?. Délka minimalni periody musi délit délku
libovolné periody a

o =21 =0=xp =xpt1 (mod d),
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tedy délka jedné z period je pravé p. To ale znamend, ze kK = 1, nebo k = p. Pokud k£ = 1, pak
1=z =21 =0 (mod d), a tedy d = 1. Pokud k = p, pak p = k < d2, neboli d > +/p- Rovnost
nemuze nastat, jelikoz by p muselo byt ¢tvercem celého cisla, coz ziejmé neni, tedy plati ostra
nerovnost, jak jsme méli dokazat.

Poznamky opravujiciho. Prakticky vSechna feSeni se vydala stejnou cestou jako vzorové reseni

a byla az na par drobnosti spravna.
(Michal Janik)

Uloha G3. V ostrouhlém trojthelniku ABC' ozna¢me stied kruznice vepsané I. Dale necht
By =BINAC a(Cy = CINAB. Oznaéme M, N jsou postupné stiedy BI a CI. Body K, L
lezi postupné v trojihelnicich BIC1 a B1IC, pficemz spliuji |[<BKI| = |<CLI| = |<BIC|,
|<BKM)| = |<ICB|, |<CLN| = |<IBC|. Dokazte, zZe kruznice opsané trojihelnikiim ABC a
KIL maji stejny polomér.

Reseni. Nech Sp a Sc st Svrékove body oproti vrcholom B a C. Zamerajme sa na kruznicu
(BKI). Zo zadanej uhlovej podmienky a vety o tisekovom uhle vyplyva, ze priamka CI je
dotyénicou ku kruznici (BKI). Kedze je zname, ze |ScB| = |ScI| tak néasledne aj priamka
Sc B je doty¢nicou ku kruznici (BKI). Po zvySok rieSenia budeme uhlit orientovane. Lahhko
nahliadneme, ze priamka Sc K je symedidnou v trojuholniku KIB. Uz nam ju sta¢i dat do
stvisi s jej izogondlou, ktorou je taznica KM a mézeme smelo uhlitf, pri¢om pouZijeme zadané
uhlové podmienky a obvodové uhly na kruznici (ABC)

<(KSc,KI)=<(KB,KM) =<(CB,CS¢) =<(SgSc,SgB) = <(SgS¢,SpI),

z ¢oho vyplyva, ze Stvoruholnik ScSpK I je tetivovy. Analogicky sa ukaze, ze aj bod L lezi
na tejto kruznici, ktora je potom aj kruznicou opisanou trojuholniku KIL. Rovnost polomerov
nasledne vyplyva z osovej simernosti bodov A a I podla priamky SpSc, teda aj samotné
kruznice ABC a KIL st podla tejto priamky simerné.

(Adam ,,Dzavo“ Dzavoronok)

Uloha A3. Je déno pfirozené éislo n a dale pro kazdou trojici indexi 4,j,k € {1,...,n} ¢islo
aiji € {—1,1}. Dokazte, ze lze zvolit tii n-tice x1,...,Tn,Y1,---,Yn,21,...,2n € {—1,1} tak,
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aby bylo splnéno

n n

n 2
Z Z Z QijkTiY5 2k | > %

i=1j=1k=1

Reseni. Oznac¢me vyraz ze zadani S a dale oznacme

n n
Sk=>_> aijrriy;

i=1j=1

S=>" Sk
k=1

Nyni predpokladejme, Zze uz jsme zvolili vSechna x a y, takze jsou vsechna Sj fixni. Vhodnou
volbou z potom muzeme dosdhnout
8= ISk
k=1

Kdyz se ndm tedy podaii zvolit = a y tak, aby soucty |Sk| byly velké, budeme hotovi. Zkusme
x a y zvolit nezavisle ndhodné. Ukazeme

n
E(]S, —.
(15D > 5

Vyuzijeme metodu momenti. Misto toho, abychom E(|Sg|) odhadovali pfimo, odhadneme E(S%)
a E(S}) a vyuzijeme nerovnosti

pro 1 < k < n. Plati

E(|SkI)?E(Sy) > E(S})°.
Tato nerovnost je ekvivalentni
b1+ +bn)?(bf + - +b3) = (b7 +...b7)°,

kde b1,...,by jsou kladnd redlna cisla, coz je dusledek Holderovy nerovnostEI. Nyni nam staci
odhadnout prislusné stredni hodnoty. Z linearity stiedni hodnoty plati

]E(Sk)* Z Z Z Z @iy 1 Bigjo B(@iy Yjy TigYja)-

i1=1j1=1liz=1jz2=1

Vyraz E(x;,y;, Ti,Yj,) je ovéem nenulovy pouze za podminky i1 = 42 a j1 = j2. Dostavame

tedy
ZZ“ZJE ziyy) = n’

i=1j5=1
Stejnou tivahou miuzeme spocitat E(Sg). Vyraz IE(S%) je roven poctu usporadanych osmic
(41,142,143, 14, J1, 2, J3, ja)
takovych, ze ve Ctveficich (i1,12,43,74) a (j1,J2,73,J4) je pocet vyskyti kazdého ¢isla sudy.
Ctvefice jsou nezéavislé, pro kazdou z nich mame

() <o

moznosti. Dostavame E(S) < 9n?, éimz je tloha vyfedena.
(Martin ,, Kopy“ Kopcédny)

IPouzivame tvar Holderovy nerovnosti, ktery najdes tfeba v https://prase.cz/archive/29/
9.pdf.
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