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ReSeni 2. série

Uloha G2. Na strané BC trojihelniku ABC je dan bod K. Kruznice k1 a kg prochizeji bodem
K a dotykaji se stran AB a AC po radé v bodech B a C. Oznac¢me L jejich prusecik rizny od
K a M obraz bodu A v osové soumérnosti podle osy strany BC. Dokazte, ze body K, L a M
lezi na jedné piimce.

Reseni. Nejprve dokazeme, ze body A a L lezi v opaénych polorovinach podle piimky BC'. Pro
spor uvazujme, ze lezi ve stejné poloroving, podle zminéné pfimky. Pak |/BKL|+ |[ZCKL| =
180°. Z rovnosti usekovych a obvodovych thla ke kruznicim ki a ko plyne: |ZABL| = |/BKL)|
a |[LZACL| = |LCKL)|, takze |ZABL|+ |£ZACL| = 180°, a z toho |[ZBAC| < 0°, coz byt nemiize.
Body A a L tedy lezi v opa¢nych polorovinach podle pfimky BC.

Ted dokaZzeme, ze body A, B, C a L lezi na jedné kruznici. |ZABK]| je tsekovy thel a
|£/BLK]| je obvodovy thel nad stejnou tétivou BK, takze se rovnaji. Podobné pro |ZACK|
a |Z/CLK]|. Takze |/BLC| = |£BLK| + |£/KLC| = |£ABC| + |£ACB| = 180° — |£/BAC|.
|£/BAC| + |£BLC| = 180°. Body A a L lezi v opa¢nych polorovinidch uréenych pfimkou BC),
proto vsechny ¢tyfi zminéné body lezi na jedné kruznici.

]{71

Trojahelniky ABC a M CB jsou osové soumérné, takze jsou podobné. Déle plati |ZABC| =
|ZMCB]|. Spolu s dfive ukdzanym: |/BLK| = |ZABK| = |ZABC| = |£ZMCB)|. Zéaroveii z
rovnosti obvodovych ahla vime, ze |[ZMLB| = |£ZMCB|, protoze oba body, C a L, lezi ve stejné
poloroviné podle piimky M B. Z téchto rovnosti vyjde |ZMLB| = |ZKLB|. Body M a K lezi
ve stejné poloroviné podle pfimky BL, takze pfimky LK a LM jsou shodné. Body K, L a M
tedy lezi na jedné primce.

Poznamky opravujictho. Vétsina Fesitelt tlohu vytesila spravné, ale zapomnéla, nebo nepova-
zovala za nutné se zminit o poloze bodud vucdi tétivé pfi pocitani s obvodovymi thly. Body jsem
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za to nestrhéaval, ale myslim, ze by to soucasti feseni byt mélo. V lepsim pfipadé s dukazem, v
horsim alespon fici, Ze to tak je.
(Vasek Voracek, Rado Svarc)

Uloha C2. Fyzik izoloval 2016 atomi, z nichz kazdy miize mit nejvyse jeden elektron. K
dispozici ma diodu, kterou kdyz zapoji mezi dva atomy A a B ve sméru od A do B a A zrovna
ma elektron a B ne, elektron se presune k B. V ostatnich pripadech se nestane nic. Fyzik ma za
tkol vybrat dva atomy a poté libovolné pouzivat diodu (i s ostatnimi atomy), aby mél jistotu, ze
oba vybrané maji na konci stejny pocet elektronii. Muze se mu to podarit, kdyz nezna pocatecni
rozmisténi elektronu a pii pouziti diody nepozna, jestli doslo, nebo nedoslo k piesunu elektronu?

Reseni. (Podle Laury Vistanové)

Nejprve si rozmyslime, co po nas tloha vlastné chce: Mame atomy ocislované 1,2, ...,2016.
A chceme rozhodnout, zda existuje takova posloupnost pfikladani diod (budeme ji ¥ikat algorit-
mus) a dva ruzné atomy A, B, ze pro kazdé rozmisténi elektront v atomech 1,2, . ..,2016 takové,

ze kazdy atom ma nejvyse jeden elektron, plati, Ze po provedeni algoritmu na toto rozmisténi
bude mit atom A elektron pravé tehdy, kdyz ho bude mit atom B.

Sporem dokazeme, ze takovy algoritmus neexistuje. Pfedpoklddejme tedy, ze takovy algo-
ritmus mame. Ozna¢me A; takové rozmisténi elektrontl, ze elektron je v atomu z pravé tehdy
kdyz x < i. A zapiSme si A1, Aa, ..., A2016 do tabulky (v i-tém fadku a j-tém sloupci je 1 préavé
tehdy, pokud ma v A; atom ¢&islo j elektron):

1 2 2016
Ay 1 0 0
Ao 1 1 0
Az016 \1 1 --- 1

Vsimnéme si, Ze pro kazdé dva sloupce ¢ # j plati, ze bud ¢ C j, anebo j C ¢ (v tom smyslu,
ze pro kazdy fadek, v némz je ve sloupci ¢ 1 je v ném 1 i ve sloupci j respektive naopak).
Spustime nyni nas algoritmus na vSechny radky této tabulky najednou. Dokazeme, Ze se v jeho
prubéhu neméni mnozina sloupct, jen jejich pofadi: Mame-li zapojit diodu a — b, tak je bud
a C b, nebo b C a. V prvnim piipadé se nic nestane, ve druhém piipadé se sloupce a a b prohodi.

Kdyby existovaly takové dva atomy A a B, ze na konci budou pro kazdy pocatecni stav
mit stejny pocet elektronii, musely by specialné mit stejny pocet elektronti pro kazdy pocatecni
stav A1, Ag, ..., A2016, ale to znamend, ze by néjaké dva sloupce musely byt stejné, coz nejsou.

(Matéj Konecny)

Uloha A2. Necht a1,a2,...,an a by, ba, ..., by jsou kladna redlna cisla splnujici

® a; > a2 > .2 an,

e b1ba..bp > ajaz...a pro kazdé 1 < k < n.

Dokazte, ze by +ba +---+byp > a1 +az+ -+ an.
Reseni. Polozme dg :=0a dj, := Ef:l <% — 1) prok =1,2,...,n. Z druhé zadané podminky
a diky AG nerovnosti dostavame

k b
<>k

a tedy di > 0 pro kazdé k =1,2,...,n.
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Upravujme dokazovanou nerovnost:

n n n n—1
b.
S0 - a0 = ai (2 1) = alds — dics) = 3 difas — ais1) + anda 2 0
i=1 i=1 @i i=1 i=1

diky prvni podmince, nerovnosti di > 0 a tomu, Ze a,, je kladné.

Pozndmky opravujiciho. Uprava sumy tvaru Zle x;y; pomoci ¢astecnych souctt jedné z n-tic
(zde pouZito pro x; = Z—l — 1,y; = a;) se nazyva Abelova parcidlni sumace a mizete ji potkat
v matematické analyze pfi praci s fadami. VSechna spravna reseni byla kompletni a obdrzela
plny pocet bod. Mezi metodami se objevila také Karamatova nerovnosﬂ (David Hruska)

Uloha N2.  Prvocislo p ma tu vlastnost, ze %_1 je také prvocislo. Necht a, b a ¢ jsou pfirozena
¢isla nesoudélné s p. Dokaste, Ze p déli vyraz a™ + b™ + c" pro nejvyse 1 + \/2p hodnot n
z mnoziny {1,...,p — 1}.
Reseni. Nejprve piredpokladejme, Ze b = a (mod p) a ¢ = £b (mod p). Potom pro kazdé n
je a™ +b" 4+ ¢™ = +a™ nebo 3a™ (mod p). Protoze p # 3 (protoze % neni prvocislo) a p 1 a,
plati p { a™ +b™ +c". Tvrzeni tilohy je potom trivialni. Dale tedy miizeme BUNO (diky symetrii
v b a c) predpokladat, ze a Z £b (mod p), neboli ab=! # £1 (mod p), kde b1 je inverzni prvek
k b modulo p.

Necht ¢ = % a necht d je fé ab~1 modulo p. Plati, ze d déli p — 1 = 2q. OvSem protoze
ab™! # 41 (mod p), je d 12, takze (protoze q je prvocislo) je d = q nebo d = 2q.

Necht S je mnozina vSech pfirozenych n < p takovych, ze p | a™ + b™ + ¢™ a necht s¢ je
pocet vSech uspofadanych dvojic (i,7) takovych, ze i,j € Sai—j =t (mod p — 1).

Lemma. Pro kazdé prirozené t nesoudélné s q plati s < 2.
Dikaz. Necht i,j € Sai—j=t (mod p—1). Potom mame
d+b+d=0 (
I 4t =0 (
AT T —at — b= (mod p
a(ct —at) + bt —bt)=0 (
Kdyby bylo ¢! = a' (mod p), pak z posledni rovnosti plyne ¢! = b* (mod p), tedy (ab—1)* =
1 (mod p). Potom ale z vlastnosti fadu plati ¢ | d | ¢, coz je ale spor s tim, Ze g t t. Potom ale
muzeme psat )
(ab_l)] =0 —c) (¢t —a’)™!  (mod p).

Pro fixni ¢ je prava strana této rovnice fixni, takze i (ab~1)7 je fixni. Protoze fad ab—! je bud
g nebo 2gq, existuji nanejvys dvé prirozend j < p spliiujici tuto rovnost (a kazdé z nich ma
k sobé jednozna¢né uréené piirozené ¢ < p takové, ze i — j =t (mod p — 1)). Tim je lemma
dokazano.

Nyni si uvédomme, Ze pro kazdy prvek i z S existuje alesponi |S| — 2 prvkia S , které se od
¢ 1isi o hodnotu nedélitelnou ¢ modulo p — 1 (protoze maximalné jeden prvek se lisi o hodnotu

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Karamata’s_inequality
2Pokud nevite, co je tad, podivejte se napt. do prvniho piispévku v http://iksko.org/
files/sbornikb.pdf
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délitelnou p). Po¢itanim téchto dvojic dvéma zptisoby dostaneme
IS|(1S] =2) <D st <2(p—2)
t#q
(Is|-1)*<2p-3
S| <V2p—34+1<+/2p+1,

coz jsme presné chtéli dokazat.

Poznamky opravujictho. Vsichni, kdo tulohu poslali z ni dostali devét bodi ze sedmi. Toto
tvrzeni by bylo daleko vic kuul, pokud by tlohu skutec¢né nékdo poslal. (Rado Svarc)



