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Reseni 5. série

Uloha A5. Jsou déna kladné realnd &isla a1, ag, . . . , an spliiujici a1 +az+- - -+an = 1. Dokazte,
ze plati
1 1 1
(7—1) (7—1)..(7_1) > -1)".
a? a3 a?
Reseni. Pokud a1 = a2 = -+ = ap, = %, pak zfejmé ve zkoumané nerovnosti nastane rov-

nost, tedy tvrzeni plati. Ukazeme algoritmus, ktery pfevede posloupnost {a;}7; na posloupnost
{%}?:1, kde v kazdém kroku algoritmu vytvofime novou sekvenci {a;}}_; tak, Zze hodnota levé
strany nerovnosti se snizi. Pokud tedy plati nerovnost po tpravach, platila i pfed nimi.

Krok algoritmu je nasledujici. Vezméme posloupnost {a;}! ,, ve které je alespon jeden

¢len rizny od %, pak jsou takové Cleny alespon 2 a jejich hodnoty jsou a,b, kde a < % a

b> % . Vytvofime novou posloupnost, ve které ¢leny a, b nahradime hodnotami % aa+b— %,
ostatni zachovame. Soucet posloupnosti ztstal roven jedné a vSechny cleny posloupnosti jsou
stale kladné. Staci ukazat nasledujici:

(F-1) (G-1) 200 <(+b1)”>

Tuto nerovnici rozlozime na dvé tak, ze stac¢i dokazat platnost nerovnic a .

(i_l)(i_l)>("_l)<a+bl—;_1>’ (1)
(a=1)(b—1)(na+nb—1)>ab(n—1)(n —na—nb+1),

na?b 4+ nab? — ab — nab — nb> + b — na® —nab+a+na +nb—1>

> n2ab — n?a®b — n%ab? + nab — nab + na®b + nab® — ab,

—n(a®+b>+2ab—a—b)+a+b—1+nabla+b—1)>0,
—n((a+b)2—(a+b)+(a+b—1)+n2abla+b—1) >0,
(a+b—1)(—n(a+b) +1+nab) >0,
(a+b—1)(na—1)(nb—1) > 0.

Prvni ¢len soucinu je nekladny, protoze soucet vSech ¢lenii je 1. Druhy je zdporny protoze jsme
volili a < % a tfeti ¢len je kladny protoze b > %, celkové je tedy soucin nezaporny, a protoze
upravy byli ekvivalentni, nerovnost plati.

(i+1)(2+1)2(n+1)<a+;i+1>- )

Druhéa nerovnost se po velmi podobnych tpravach dostane do tvaru
(a+b+1)(na—1)(nb—1) <0,

coz opét plati.

Pozndmky opravujicitho.  Asi polovina FeSeni byla vedena v tomto duchu, kdy fesitel nasel
rovnost a nasledné ukazal, ze jindy je leva strana nerovnosti mensi. Pfi tom se ¢asto derivovalo,
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zadné feseni ale nevyuzilo metodu Lagrangeovych multiplikdtori, kterd by feSeni jesté vice
zjednodusila. (Vasek Vorécek)

Uloha C5. Zavodni trat Jje lomena c¢ara v roviné slozena z konecné mnoha orientovanych tsecek,
z nichz zadné dvé se neprotinaji ve svych vnitinich bodech. Zatacka je bod, ktery je koncovym
bodem jedné z téchto tisecek a pocatecnim bodem té nasledujici. Zatacka B mezi orientovanymi
tuseckami AB, BC' je pravotoéiva, pokud ma ridi¢ formule jedouci z A do B bod C po pravé
ruce. Analogicky definujeme levotocivou zatacku.

V roviné je dano n bodii v obecné polozeEl Kuba by chtél postavit zdvodni trat sloZzenou
z n—1 orientovanych usecek, jejichz krajnimi body je pravé téchto n bodu. Lenka mu zadala po-
sloupnost délky n— 2 slozenou ze znaki R, L, kde R znaci pravotocivou a L levotocivou zatacku.
Dokazte, ze Kuba dovede body propojit zavodni trati tak, aby pravotocivost ¢i levotocivost jejich
zatacek presné odpovidala posloupnosti, kterou Lenka zadala.

Reseni. Ukézeme, Ze trasa dokonce miize zacit v libovolném bodé na konvexnim obalu. Tvrzeni
dokézeme pomoci matematické indukce. Pro n < 2 plati trividlné (trasa nema zadné zatacky).
Dale predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n a dokazme jej pro n + 1.

Zvolme tedy libovolny bod na konvexnim obalu a ozna¢me jej A. Déale uvazme nejblizsi
bod na konvexnim obalu ve sméru po a proti hodinovych rucicek a oznacme je B a C. Jestlize
ma byt nasledujici zatacka L, zvolime jako prvni usecku AC, v opa¢ném pripadé AB. Muzeme
si vS§imnout, Ze nasledujici zatacka urcité bude v pozadovaném sméru, protoze vsechny body
jsou nalevo, respektive napravo, od pravé zvolené tusecky. Vybrand tsecka se také urcité nebude
protinat s zadnou dalsi, protoze lezi na konvexnim obalu.

Zbytek drahy muzeme dokoncit z indukéniho predpokladu. Tim bylo tvrzeni dokazano.

Poznamky opravujictho. Vsechna feSeni byla viceméné stejna, jako to vzorové.
(Josef Minarik)

Uloha G5. Uvnit§ ostrothlého trojihelniku ABC lezi body P, Q takové, ze plati ZPBA| =
|£QBC|, |[£LPCB| = |£QCA| a |£PAC| = |£ZQAB|. Necht jsou O1, Oz stredy kruznic opsanych
po fadé trojiuhelnikii PBC a QBC'. Dokazte, ze |/BAO1| = |ZCAO3]|.

Reseni. K trikovému Feseni se ti miZe hodit PraSec¢i seridl Geometrie trojthelnika ﬂ o an-

tirovnobéznosti a kamaradech. ReSeni hybanim s body vyuZivd metodu popsanou v PraSe¢im
seridlu Projektivni geometrie

Resend trikovym zobrazenim. Ozna¢me K, L priise¢iky kruznice opsané (BPC) s AB resp. AC.
Viimni si, ze

[<PKA| = |<PCB| = |[<ACQ)|,
kde prvni rovnost plyne z tétivovosti K LC'B a druha z toho, ze P, (Q jsou kamaradi. Z kama-
radstvi P, Q taky |<QAC| = |<KAP)|. Takze trojuhelniky ACQ a AKP jsou podobné. I kdyz
jsme teprve zacali, uz jsme udélali vSechnu praci a mizeme tlohu nahlédnout.

V thlu BAC jsou pfimky KL a BC antirovnobézné, takze pokud preklopime KL podle
osy thlu u A, budou rovnobézné. Takze existuje zobrazeni ¢, které je slozenim stejnolehlosti se
stfedem v A a preklopeni podle osy thlu u A takové, Ze zobrazuje L — B a K — C. Protoze
ACQ ~ AKP, tak v tomto zobrazeni P +— Q. To ale znamena, Ze se na sebe zobrazi i kruznice
(KPL) — (CQB). Takze se na sebe zobrazi i jejich stiedy O1 — Oz. Takze AO; je preklopena
AO3 podle osy thlu u A, coz jsme chtéli dokazat.

1To znamena, ze z4dné t¥i nelezi na jedné piimce.
2Viz lhttps://prase.cz/archive/36/uvod2s . pdf.
3Viz https://prase.cz/commentary/C/serie3s/uvod3s . pdfh
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Poznamka. Toto FeSeni dokonce ani nevyzaduje tvrzeni o existenci kamarada a toto tvrzeni
z néj plyne. Je to ale velmi netradi¢ni zptisob, jak jej dokazat :-).

Resend hygbdnim s body. Zacneme hybat s P po BP. Vsimneme si, e O1 a Oz lezi na pevné
pfimce, na ose BC. Zobrazeni P — O; je projektivni, protoze ho dostaneme pomoci stejnoleh-
losti v B s koeficientem % a nasledné promitnutim ve sméru kolmém na BP. Zobrazeni P — Q
je také projektivni, protoze P, @ jsou kamaradi a hybeme po pfimce skrz vrchol (Q se hybe po
BQ). Takze i zobrazeni P — O3 je projektivni. Nakonec preklopime AO; na AO2 podle osy
thlu u A. Takze dostaneme dvé projektivni zobrazeni P — Oz takové, Ze pokud jsou shodn&

viude, tak plati uloha. Uloha tedy stadi ovéfit pro t¥i pozice P (na libovolné dané piimce BP).

Kdyz P lezi na kruznici opsané ABC, pak je Op stfed kruznice opsané ABC'. Dale je Q
nevlastni, nebot isogonaly k pfimkam AP, BP, CQ budou rovnobé&zné. Z toho je O2 nevlastni
bod osy BC, neboli AO2 je kolmice na BC. Protoze O, H jsou kamaradi, tak v tomto pfipadé
O1 a O3 opravdu jsou isogonalni v A. Analogicky kdyz P je nevlastni.

Pro tieti pfipad zvolme P lezici na ose thlu ACB. Pojdme tento pfipad znovu vyfesit
hybanim s body. Hybejme s P po C'P. Vsimni si, ze argumenty z pfedchoziho odstavce i dva
pripady ze symetrii funguji Gplné stejné. Jediny trik je ten, ze nyni muzeme uvazit jako tfeti
ptipad P je vepsisté I. Potom P = Q = I a O1 = O3, zbyva ukazat, ze toto spoleéné opsisté lezi
na ose thlu. Z trojzubcového lemmatu pro Svréktv bod se osy BI a CI protinaji ve Svrékove
bodé. Takze O1 = Oz lezi na ose BAC, takze je splnéna tloha.

Z toho plyne, ze kdykoli P lezi na ose AC'B, tak uloha plati. To znamend, ze pro puvodni
zadani muzeme opravdu zvolit t¥eti bod P lezici na AC'B a cela tloha je timto vyfesena.
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Poznamky opravujictho. VétSina prijatych feSeni feSila ilohu nésledujicim pozorovanim.

Pokud body X, Y lezici na ose BC jsou inverzy podle kruznice opsané ABC, potom
|[<XAB| = |[<XAC]|.

Pro ditkaz tohoto pozorovani si dokresli pruseé¢iky G, H pfimky XY a kruznice opsané ABC.
Pak najdi harmonickou ¢tverici pomoci dvé ze t74. Z toho uz pak lemma plyne jednoduse.

Zbytek feseni ulohy je pak uz jen standardni uhleni a ratio chasing k dokazani, ze opravdu

O1 a O3 jsou svoje inverzy podle kruznice opsané.
(Radek Olsak)

Uloha N5. Je ddno prirozené ¢islo k. Posloupnosti {an}22 |, {b,}22 | definujme ndsledovné:
an, bp jsou nesoudélna prirozena cisla a spliuji

an 14 1 " n 1
bn 2k nk’
Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho prirozenych n takovych, ze by, > bp41.
Reseni. Ozna¢me L(n) = lem(1,...,n). KdyZ pos¢itdme
1 1 1
ot

bude jmenovatelem né&jaky délitel ¢isla L(n)*. Kdyz se tedy budeme divat jen na p-valuaci jmeno-
vatele vp(by), bude tato valuace nejvyse rovna valuaci L(n)*. Polozme tedy Ep(n) = vp(L(n)F)
a fikejme tomuto ocekdvand p-valuace. ReSeni se pak bude skladat ze dvou &asti. Zaprvé
ukazeme, ze existuje prvocislo p takové, ze pro nekoneéné mnoho n neni dosazeno ocekavané
p-valuace, tedy vp(bn) < Ep(n). Zadruhé ukazeme, ze kdyby posloupnost b, byla od néjakého
indexu neklesajici, pak by pro kazdé prvocislo p byla posloupnost vp(bn) od néjakého indexu
shodna s Ej,(n). To bude spor.
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Uvazujme nyni libovolné prvocislo p. Kdyz v souctu definujicim Z—Z rozsiiime vyrazem L(n)*,

dostaneme X X
L L

an L+ (B) 44 (HR)

bn L(n)* ’
Plati vp(bn) < Ep(n), pravé kdyz se v tomto zlomku zkrati néjakd mocnina p. Necht je p™
nejvyssi mocnina p mezi €isly 1,...,n (neboli m = vp(Ly)). Divame-li se na ¢itatel mod p, pak
vsechny ¢leny (@) pro p™ { i zmizi, nebot v L(n) zbude néjakd mocnina p. Potom jsou-li
p™,2p", ..., £ p" nasobky p™ mensi nebo rovny n, pak je itatel mod p kongruentni

(5 (ogoord)

Polozme nyni n = p™(p — 1) (toto dodrzi dosavadni definici m, vskutku bude m = v,(L(n))

L(n)
pTrL

k
exponent nejvyssi mocniny p mezi 1,...,n). Cinitel ( ) je nesoudélny s p, takze jej pro po-

tieby nulovosti mod p lze ignorovat. Zaroven je x — ! bijekce mnoziny nenulovych zbytkovych
tfid mod p, takze chceme, aby

1+2k+,..+(p—1)k50 (mod p).

Nyni dokédZeme, ze vyraz 1+ 2% 4 ... +nF je roven néjakému polynomu P(n) s racionalnimi
koeficienty pro kazdé n. Uvazme vSechny polynomy Q;(n) = n? —(n—1)? proj € {1,2,...,k+1}
— ty maji stupné 0,1,..., k. Polozme

R(n) = ap1Qr+1(n) + axQr(n) + -+ +a1Q1(n)

pro zatim neuréend racionélni a, ..., ak4+1. Nasim cilem bude dosdhnout R(n) = nk. Polozime
ag4+1 = 1, potom zvolime ay, tak, abychom vynulovali koeficient u ¢lenu nk~1 nasledné zvolime
aj_1 tak, abychom vynulovali koeficient u élenu n*~2 (to funguje, nebot Q; je vzdy stupné
j — 1). Takto nakonec vynulujeme viechny koeficienty kromé toho u &lenu n*. Nyni mutzeme
polozit

k+1 +

P(n) = agt1n <o+ ain.

Pak plati P(0) = 0 a zaroven P(n) — P(n — 1) = R(n) = n*, z ¢ehoz uz indukci
Pn)=1F42F .. .n¥

pro kazdé prirozené n, jak jsme chtéli. P méa racionalni koeficienty a nula je jeho kofenem, takze

lze zapsat P(n) =n - % pro néjaké prirozené d a polynom Py s celociselnymi koeficienty.
Nyni staci zvolit prvocislo p nesoudélné s d. Pro né pak bude
P
142+ 4 (p—DF=142F+... 4 pF Ep~$ =0 (mod p),

jak presné chceme. Z toho pak tedy vp(bn) < Ep(n) pro nekoneéné mnoho indexti n = p™(p—1).

Nyni predpokladejme, Ze posloupnost b, je od néjakého indexu Ny neklesajici (tedy b1 >
bn, pro n > Np). Uplnou indukci z toho vyvodime, Ze pro kazdé prvocislo p existuje Ny takové,
ze vp(bn) = Ep(n) pro n > Np.

Pro prvoéislo ¢ snadno vyjadiime vg(bgm) = km = E4(¢™), nebot po rozsifeni vyrazem
L(q™) jsou vSechny séitance v Citateli az na jeden nasobky g, takze se z&dnd mocnina g nezkrati.

Valuace vq(bn) se oproti vg(b,—1) miize zménit jen tehdy, kdyz vg(n*) > vg(bn—1) (opét
rozsitime a v ptipadé vg(n*) < vq(bn—1) dostaneme v ¢itateli soucet nasobku ¢ s ¢islem, které
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je s ¢ nesoudélné). Mezi indexy n = ¢™ an = ¢™ 11 (kde uz zase bude vq(br) = E4(n)) by tedy
valuace vg(bn) mohla poprvé klesnout jen na indexech n = ¢-¢™ pro q € {2,...,q — 1}. Pokud
ale predpokladame, ze
q"™ > No, N, P

pro vSechna prvocisla p < q, tj. Ze se cela tato situace odehrava na dost vysokych indexech na to,
aby uz byla posloupnost b, neklesajici a vSechny posloupnosti vy (b, ) pro p < g se (z indukéniho
predpokladu) shodovaly s E,(n) (a tedy byly neklesajici), tak je to spor, nebot valuace vq(bn)
klesla, valuace vp(by) neklesly pro p < g a pro p > ¢ se valuace vp(bn) nezménily, protoze
tato prvocisla nedéli n = £ - ¢™. Pfitom ale b, neméla klesnout, coz je spor. Tudiz vq(by,) bude
totoznd s E4(n) pro vSechna ¢ < n < q™t1, takze mizeme polozit tieba Ng = ¢™ a mame
hotovy indukéni krok, ¢imz celé dokazované tvrzeni plati.

Dohromady s druhou ¢ésti je toto spor, takze b, nemuze byt od zddného indexu neklesajici.

Poznamky opravujictho. Dosla dvé feseni, kterd sdilela myslenky jako koukat se na indexy
n =p(p — 1) — 1 nebo Fict néco o sumé k-tych mocnin mod p. Ani jedno sviij postup nedovedlo
ke zcela zdarnému zévéru, le¢ z obou alespon plynulo feSeni v pfipadé k = 1.

Poznamenejme, Ze v prvni ¢asti lze fakt, ze kongruence

142+ .+ (p—1)* =0 (mod p)

plati pro vSechna prvocisla p kromé kone¢né mnoha, dokazat napf. i pomoci primitivniho prvku.
To nam dokonce presné fekne, kterd prvocisla jsou vyjimkami z této kongruence — jsou to prave
ta, pronéz p — 1| k. (Matéj Dolezalek)



