Uloha 1. Ukaz, Ze pro jakijchkoli 5 bodii na sfére umime najit uzavienou hemisféru
kterd obsahuje alesporn 4 z mich

Reseni. Vezmeme libovolné dva z nich. Ty budou vzdy lezet na néjaké hlavni kruz-
nici! sféry ktery bude oddélovat dvé hemisféry, pak v jedné z nich budou alespoii 2
ze zbylych bodt a jsme hotovi.

O

Uloha 2. V mnoziné polynomii M je polynom p(z) = z, a kdykoli je v mnoziné M
polynom p(x), pak jsou tam i polynomy xp(x) a x+(1—x)p(x). Nic jiného v ni nend.
Ukaz, Ze kdykoli pro dva polynomy, p,q € M existuje 0 < x < 1 Ze p(x) = q(x), pak
se polynomy p, q rovnaji.

Resend. Pro jednoduchost budeme polynomy uvazovat pouze na intervalu 0 < x < 1,
a kdykoli budeme mluvit o polynomu, myslime tim polynom z M. Pokud se p a ¢
rovnaji, pak tvrzeni plati. V opa¢ném piipadé nam tvrzeni rika, ze jsme schopni
polynomy uspotadat tak, ze pro kazdé dva polynomy p,q bud p(z) > ¢(z) nebo
p(x) < q(z) pro vSechna uvazovand z, zkracené budeme psat jenom tieba p < q.

Vsimneme si, Ze pro kazdy polynom plati 0 < p(z) < 1. To dokdZeme indukei.
Pro identicky polynom tvrzeni plati. Pro indukéni krok mame 0 < zp(z) < p(z) <
z+ (1 —2)p(z) =2 +p(r) —ap(z) = z(1 —p(z)) +p(z) <1-(1-p(@))+pz)=1.

Kazdy polynom vznikl postupnou aplikaci nésledné znacenych pravidel © : p(x) —
zp(z) a @ :p(z) — x+ (1 — z)p(x).

Pro libovolné dva polynomy p, ¢ plati ©p < (f(z) = ) < @q, tedy po aplikaci
pravidla & bude polynom vétsi nez identita, a naopak po aplikaci © bude mensi.
Ziejmeé také Op < p < ®p

Ted uZ je hledané usporadéani patrné. Kazdy polynom vznikl jako né&jaka aplikace
@ a © na identitu. Stac¢i ndm je tedy reprezentovat jako sekvenci téchto aplikaci,
naptiklad [, ©, O, ©] znadi trojnasobnou aplikaci © a nasledné jednu aplikace @ a
poté je porovnavat lexikograficky, kde & < konec sekvence < . O

Uloha 3. Trojihelnik md strany a, b, c. Polomér kruZnice vepsané je r, a oznacme
s=(a+b+c)/2. Ukaz, Ze
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! Analogie priiméru pro kruZnici
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Reseni. Necht A = s — a, analogicky B, C. Pak (A — B)? > 0, tedy % < ﬁ + ﬁ.
Obdobné pro ostatni dvojice, dohromady to da
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Heroniiv vzorec tvrdi, ze pro obsah trojihelnika plati:

S =/s(s—a)(s—b)(s—c) = VsABC.

Obsah trojihelnika ale miizeme spodcitat i jako S = rs, z éehoZ mame r%s = ABC,
ale s= A+ B+ C, tedy
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a jsme hotovi.
O

Uloha 4. Mdme prirozend ¢isla m, n, m < n. Oznac¢me d jejich nejvétsiho spolec-

ného délitele. Kombinacéni ¢islo je definovdno ndsledovné?:
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Reseni. Nejvétsi spoleény délitel d je celoc¢iselnd kombinace m, n, existuji® tedy cela
a,b tak ze d = am + bn. Ted uz vyjadiime 2 jako soucet celych ¢isel.
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Ukaz, Ze

je celé cislo.

2y&imni si, Ze je to vidy celé ¢islo, kde al =1-2-3-... - a je faktorial.

3Bézoutova rovnost, piipadné Euklidav algoritmus.



