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RiesSenia 2. série

Uloha G2. V tetivovom pétuholniku ABCDE plati |AE| = |ED|. Ozna¢me P priese¢nik
priamok AC a BD. Nech body X a'Y lezia postupne na polpriamkach opa¢nych k polpriamkam
AB a DC tak, #e |AP| = |DY| a |DP| = |AX|. Ukéite, ze PE 1 XY.

Riesenie. Zadanie nam pontka vela dvojic tseéiek s rovnakou dizkou. Navy$e mame pif bodov
na kruZznici, a tak vieme polahky prenasat uhly. To silno nabdda na to, aby sme sa pokusili najst
nejaké dvojice zhodnych trojuholnikov.

Zhodnost 1. APAX =2 AYDP

Doékaz. Zo zadania mame |PA| = |Y D| a |AX| = |DP|. NavysSe vieme vdaka kruznici opisanej
stvoruholniku ABCD vyuhlit [<PAX| = 180° — |[<BAC| = 180° — |<BDC| = |<Y DP)|. Takie
trojuholniky PAX a Y DP st zhodné podla vety sus. O

Zhodnosti 2 a 3. APAEX AYDE a APDE =2 AXAE

Dokaz. Dokézeme len prvu z tychto zhodnosti - dékaz druhej je analogicky. Zo zadania vieme
|PA| = |YD| a |AE| = |DE]|. Z tetivovosti Stvoruholnika ACDE mame navyse |<PAE| =
|[<CAE| = 180° — |<CDE| = |<Y DE]|. Trojuholniky PAE a YDE st tak zhodné podla vety
sus. O

Tieto zhodnosti ndm dévaji viacero dalsich skupin usediek rovnakej dizky. Z prvej zhodnosti
mame |PX| = |PY| a zo zvy$nych dvoch |PE| = |YE| a |PE| = |XE|, teda |XE| = |YE|.
Z |PX| = |PY| méme, ze P lezi na osi tsecky XY a z | XFE| = |[YE]| to, ze F tiez lezi na osi
usecky XY. To znamena, ze priamka PFE je osou usecky XY, a tak je kolm4 na tuto tsecku, ¢o
sme chceli ukazat.

Diskusia: Hoci sme uz ukazali, ¢o od nas tloha vyzadovala, je potrebné sa zamysliet, ¢i nas
doékaz funguje v kazdom pripade, ktory moéZe nastat. V tomto dékaze by sa mohli pokazit tri
veci. Prvou z nich je, ze body P a E by splynuli, a tak by neurcovali priamku. To sa ale nestane,
kedZze E je bod na kruznici opisanej patuholniku ABCDE a P vzdy lezi v tejto kruznici. Druhou
vecou, ktora by sa mohla pokazit, je, ze body X a Y by mohli splynit. Ak by splynuli, tak by bol
PAXD (resp. PAY D) rovnobeznik, ¢o by znamenalo, ze priamky C A a CD by boli navzajom
rovnobezné (a taktiez aj priamky BA a BD), ¢o nastat nemodze. Poslednou vecou, ktord by
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mohla nefungovat, je, Ze by zlyhalo uhlenie. Nastastie ani v tomto sa dokaz nepokazi, kedze
zadanie jednoznac¢ne popisuje poradie bodov na kruznici a na priamkach. Takze vysSie popisany
dokaz sa nemdze ,pokazit“, a tak funguje pre vsetky konfigurécie.
Pozndmky opravovatela. Konfigurdcie. V geometrii sa da najlahsie prist o body prave vtedy,
ked dokaz nefunguje vo vsetkych moznych pripadoch, ktoré mézu nastat. Sice kvalitné diskusia
vietkych konfiguracii méze niekedy byt dlhsia ako samotny dékaz, je dobré spravif ju. Casto
totiz byva lahsie nestratit tieto body v diskusii, ako ziskat body v inych tlohach.

(Mariédn Poturnay)

Uloha C2. Dané st prirodzené ¢islo n a mnozina A, ktora obsahuje n réznych zvyskov po deleni
n?. Ukézte, 7e existuje mnozina B obsahujiica n réznych zvyskov po deleni n? taka, Ze aspori
polovica zvyskov po deleni n? sa da vyjadrit ako stidet prvku A a prvku B (brané modulo n?).

Riedenie. Zac¢nime s prazdnou mnozinou B a budeme do nej postupne pridavat zvysky. Zvysky
po deleni n2, ktoré sa daju vyjadrit ako a +b, a € A,b € B budeme nazyvat pokryté. Ked
pridame do mnoziny B jeden zvysok, niektoré zvysky po deleni n2, ktoré doteraz neboli pokryté
sa stand pokrytymi. Tieto budeme nazyvat novopokryté.

Ked v mnozine B mame k zvyskov, tak pocet pokrytych zvyskov bude najviac kn, lebo
pocdet vSetkych moznych dvojic a + b je n - k, ale niektoré vysledky sa moézu opakovat.

Lemma. Ked mdme pokrytych nanajvys kn zvyskov, tak vieme pridat do mmnoZiny B jeden
zvysok tak, aby sme dostali aspon n — k novopokrytych zvyskov.

Doékaz. Zoberme si vSetky mozné dvojice (a,z), kde a € A, x je Iubovolny zvySok modulo
n2. Tychto dvojic mame n3. Pozrime sa, kolkokrat dostaneme zo stuétu a + = zvysok, ktory je
uz pokryty. Spocitame to tak, Ze pre kazdy pokryty zvysok z sa pozrieme, kolkokrat sme ho
mohli dostat ako a + x = 2z (mod n2). Pre dané a-¢ko mame jednozna¢ne uréené z. Cize ked
chceme dostat v sicte z, mame n moznosti pre volbu a-c¢ka z mnoziny A, nasledne mame urcené
presne jedno z, takze kazdy pokryty zvySok vytvorime presne v n dvojiciach. Mame najviac kn
pokrytych zvyskov, takze najviac kn? stétov a + x je rovnych pokrytému zvysku. O

Tym padom aspon n® —kn? = (n—k)n? stuctov a4z da nepokryty zvysok. Moznych zvyskov
x je n?, takze z Dirichletovho principu niektoré x sa nachadza aspoini v n — k stétoch, ktoré daju
nepokryty zvysok. Pre dané x-ko st zjavne vietky suéty a+ x rozne modulo n?. Preto ked teraz
priddme zvySok & do mnoziny B, tak vznikne aspon n — k novopokrytych zvyskov.

Ked budeme takto priddvat prvky do mnoziny B, postupne dostaneme aspoti
n,n—1,n—-2, ..., 1
2
novopokrytych zvyskov, takze spolu pokryjeme aspon @ > % zvyskov. Vidno, zZe aspon
polovicu vsetkych zvyskov vieme vyjadrit ako stucet a + b, a € A, b € B.

Iné riefenie. Zvolme mnozinu B ndhodne a pozrime sa, kolko priemerne zvyskov bude pokry-

tych, teda sa bude dat zapisat ako stucet a + b, a € A, b € B. Ukdzeme, Ze ocakavana hodnota
2

poc¢tu pokrytych zvyskov je P > "7, takze pri niektorej volbe B-cka sme museli dostat aspon

polovicu vsetkych zvyskov.

Hodnotu P spocitame ako sucet ocakdvanych hodnét pre jednotlivé zvysky. Ocakavana
hodnota, Ze jeden konkrétny zvySok bude pokryty je v skuto¢nosti pravdepodobnost, Ze tento
zvy$ok bude pokryty. Ukazeme, ze vSetky zvysSky maji rovnaka pravdepodobnost E byt pokryté,

2
pricom E > 1, takie P = En? > 2.
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Kazdy zvysok z vieme pokryt tak, Ze zoberieme Iubovolny zvysok a € A a k nemu méme
jednoznacne urceny zvySok x,, aby a + T, = z. Spocitajme pravdepodobnost, Ze z nebude
pokryty. To znamend, ze ziadny zo zvyskov x, sme nevybrali do mnoziny B. Ku kazdému a-
¢ku mame jeden zvysok z,, ktory nemodzeme vybrat, lebo by sme dostali v stcéte z, nazvyme
ho zakdzany. Vsetky zakézané zvysky st rdzne, ich poclet je teda n. Mnozina B sa d4 vybrat

2
(" n_") sposobmi aby neobsahovala ziadny zakazany zvysSok. Vsetkych moznych mnozin B je

2
(':L ), takze pravdepodobnost, Ze zvySok z sa nebude dat vyjadrit ako a + b je

Teraz staéi dokazat ,

(")
)

Rozpisanim na faktoridly a dalsou upravou dostaneme

1
< —.
-2

n? n?—1 n?—n+1
n2—n n?2-n-1 n?2—2n+1 "

Urobme odhad

n?—i n 1
- =1+ - > 1+ —.
n2—n—i n2—n—i n
Teraz mame
n—1 2 . n
— 1
[Tz (1er) =2
Lt nd—n—1 n
1=0

Posledné nerovnost plati, lebo je zname, Ze funkcia (1 + %)n je rastica a uz pre n = 1
nerovnost plati. Ind moZnost je priamociaro pouzit Bernoulliho nerovnost. Dostali sme, presne
¢o sme chceli, takze sme hotovi.

(Tomés Séasik a Miso Stanik)

Uloha A2. Rozhodnite, ¢i existuju funkcie g,h : R — R také, ze jedina funkcia f : R — R,
ktord pre kazdé x € R sphia
flg(@) =g(f(@)) a f(h(=z))=h(f(z))
je f(z) = .
Riesenie. Ano, takové funkce existuji. Zkonstruujeme si dokonce dvé vyhovujici dvojice:

Resend prvé (podle Tomdse Hully). Zvolme g(x) = x+1 a h(x) = z2. Funkce f tedy podle zadani
musi spliiovat:

fl+1)=f(=)+1, ¢
f@®) = f@)*. &)

Z dostavame indukci pro libovolné z € R a k € Z vztah
fl@+k)=f(z) +k. 3)

Obdobné indukce z nam pro n € N da (dosazenim z2")
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Dale ukézeme, ze f musi byt licha. Z dostavame f(—z)% = f((—z)?) = f(2?) = f(z)?,
takze diky mame:
A+ f(=a)? = f(1-2)° = fz - 1)* = (f(2) - 1)?,
L+ 2f(=a) + f(—2)? = f(2)? - 2f(2) + 1,
f(=z) = —f ().
Nyni si v§imnéme, ze pro z > 0 je f(z) = f((v/x)?) = f(v/x)? > 0. Podobné pro = < 1,
neboli 1 —z > 0, plati 1 — f(z) = 1+ f(—z) = f(1 —z) > 0. Je-li tedy = € (0;1), pak

i f(z) € (0;1). Pomoci muzeme vztah zobecnit: jestlize « € (k; k + 1) pro néjaké k € Z, pak
i f(z) € (k;k+ 1). Nutné tak plati |z — f(z)| < 1.

Podle mé platit dokonce ’xQn —f(x)zn < 1, ¢imz uz jsme téméf hotovi, protoze
pro z > 1 (a tedy f(z) > 1) by v pfipadé = # f(x) jisté stacilo tato dvé ¢éisla umocnit na dost
velkou mocninu dvojky, aby se od sebe ,vzdalila“ o vice nez 1. Pfresnéji feceno:

2" —1
12 27" — @) | =z = f@)] - [ X 2@ 7 2 e - fl@)] -2
i=0
o~ f@) <272

Tato nerovnost plati pro libovolné velka n, neboli pro libovolné mala 2!~ " coz uz vynucuje
x = f(z) pro v8echna z > 1. Ziskanou rovnost pomoci snadno rozsifime na vSechna realna
¢isla, takze f musi byt identita a nase volba funkci g, h vyhovuje.

2

Resent druhé (bindrka). Je znamo, Ze existuje bijekce mezi mnozinou reélnych éisel R a mnozinou
nekoneénych posloupnosti nul a jednicek {0, 1} (maji stejnou mohutnost). Staci ndm proto najit
vhodné funkce g’, b’ : {0,1}N — {0, 1}V spliujici obdobnou podminku pro funkce f’ : {0, 1} —
{0,1}N, neboli uvazovat nad &isly jako nad jim pfifazenymi posloupnostmi.

Zvolime g', h’ takové, ze pro libovolnou posloupnost nul a jednicek (a1,as,...) plati

g'((a1,a2,a3,...)) = (0,a1,a2,...) a  h'((a1,02,...)) = (1,a1,0a2,...).

Ukéazeme, Ze jedind funkce f’ komutujici s ob&ma témito funkcemi je identita.

Necht A € {0,1}" je posloupnost zacinajici nulou. Pak ji méizeme vyjadfit jako g’(B), kde
B € {0,1}V je “A po odebrani nuly na zacatku”. Mame tak f'(A) = f'(¢’(B)) = ¢'(f(B)),
tedy zac¢ina-li A nulou, f/(A) také za¢ina nulou. Zcela analogicky postupujeme pro posloupnosti
zacinajici jednickou, takze vime, Ze prvni ¢&isla posloupnosti A a f(A) se musi shodovat.

Ted muZeme indukci ukézat, Ze se musi prvnich n cifer A a f/(A) shodovat pro libovolnou
posloupnost A; uz jsme to dokazali pro n = 1. Bud B posloupnost A, kde jsme akorat vynechali
prvni &islo. Zaroven ale miizeme psat bud A = ¢/(B), nebo A = h/(B) (podle toho, jaka byla
vynechand cifra). V prvnim piipadé A = (0, B) a plati

(A =f(d'(B) =g'(f(B) = (0,f(B))

Z indukéniho predpokladu se prvnich n — 1 cifer B a f’(B) shoduje, takZe vidime, Ze se
prvnich n cifer A a f’(A) rovnéz shoduje. Pro posloupnosti zaéinajici jednickou akorat staci
nahradit ¢’ za h’, takZe je timto indukéni krok ukonéen.

Pozndmky opravovatela. Dorazilo bohuZel jediné ispésné feseni. Ostatni Fesitelé volili linearni
funkce, nicméné se da ponékud komplikované ukazat, ze zaddné dvojice linearnich funkci tlohu
neresi.

(Danil Kozevnikov a Dominik Stejskal)
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Uloha N2. Nech Z, znadi mnozinu vsetkych zvyskov po deleni n. Pre ktoré prirodzené cisla
n existuje funkcia g : Zn — Zn, pre ktora su vsetky funkcie g(z), g(z) + =, g(x) + 2z, ...,
g(z) + 2019z bijekcie?[T]

Riesenie. Ukézeme, ze vyhovuji pravé ta n, kterd jsou nesoudélné s 2020!.

Pokud n je nesoudélné s 2020!, pak volby g(z) = z funguje, protoze funkce z, 2z, ..., 2020z
jsou diky nesoudélnosti bijekce Z,, na Z,.

Nyni necht n neni nesoudélné s 2020. Pro spor pfedpokladejme, Ze takové g existuje a znacme
gk (z) = g(z) + k.

Idea za FeSenim bude nasledovna: protoze g(x) i g(x) + x jsou bijekce, dostavame

Y=Y g@= Y (9@)+2) (modn),

TELn TELn TELn

Ggio=3y o= %n(n—&— 1) (mod n), coz ndm déava lichost n. Podobné z bijektnosti g(z), g(x)+ =
a g(x) + 2z je

0= Z [(Q(:B) + 217)2 —2(g(z) + ;c)2 + g(m)Q] (mod n)

xT
:22$2 _ 5. n(n+1)(2n + 1),
6
T
¢ili 3 1 n. Reseni bude vlastné jen dostateéné opatrnym zobecnénim tohoto postupu.

Lemma 1. Pro kazZdé nezdporné celé k a kazdé celé x je

Kok = (’8) gk(@) — (’f) gh1(2)* + (’;) Gha(@)F — o+ (—1)F (:) g0(@)",

kde g(x) povazujeme za libovolné celé 6z’sloﬂ

Doékaz. Pro k =0 je rovnost zjevna. Déle necht k& > 0.
Pro x = 0 jsou obé strany nulové, nebot diky g;(z) = g(z) + iz = g(x) plati

i coma () () ()-
() )<+ (-
= (]S) gr(x)F — (T) gr—1(x)* + (g) gr—2(@)* — -+ (~1)F (II:) 0(@)",

takze nadale uvazujme x # 0.
Langrangeova interpolace fika, ze pokud P je polynom stupné nanejvys m, a yo, Y1, ---,
Ym jSou ruznd realné cisla, pak
m

Ply) =3 P [T 2=

i—0 itj Yi —Yj

I Pri¢itanie berieme ako zvy$ky modulo n, napr. pre n = 6 je 4 + 3 = 1.

2Tedy g;(x) ponechame definovano jako g(x) + iz, ale g(z) bereme jako novou proménnou
zcela nezéavislou na z. Divodem tohoto zavedeni je fakt, Zze dokazujeme rovnost v Z, ale g je
bijekce na Zn,.
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(To plati proto, Ze na obou stranach jsou polynomy stupné nanejvys n a, jak je jednoduchym
dosazenim vidét, shoduji se v.m + 1 rtznych &islech yo, ..., ym. Protoze dva riizné polynomy
stupné m se mohou shodovat nanejvys v m bodech, musi byt stejné.)

Necht P(y) = y* a y; = g(x) +iz pro i od 0 do k. Protoze = # 0, je toto k+ 1 riznych ¢isel,

takze
k

=0 i#£] ]):L‘

Tyto polynomy (v proménné y) maji specidlné stejny koeficient u élenu stupné k, tedy

Z(” S

i#] i-i
Vynésobenim obou stran kla* ziskame
. 1
k! ' R k!
I
i=0 i#]
k
1 (—1)k—¢
D SPAC LR
= 1 (k—ad)!
k
; k
_ k— k
_Z(_l) ! (k‘—l) gl(r) )
=0
coZ je to, co jsme chtéli. |

Nyni vyuzijeme predpoklad sporu:
Lemma 2. Pro kazdé k € {0,1,...,2019} plati
k! Z 2 =0 (mod n).

TELn

Dokaz. Pro k =0 je tvrzeni ja,sne Dale necht k > 0.
Oznacme si S = ZIEZ x*. Vsimnéme si, Ze ze zadani je g, bijekce pro kazdé 0 < £ < k,

tedy > ez, ge(z)k = > wez, xF = S). Rovnost z lemmatu 1 plati uréité i v Z, (kde uz g(x)
muzeme piifknout puvodni vyznam), seétem pres z € Z, tedy mame

S k= (F) S gt = (%) 30 gea(@)h+
(5) (1)

T €L TE€ZLn oz,

= (]5) Sk — (lf) Sk + (’;) Sp— -+ (=1)F (2) Sy (mod n)
-0 () cor (2) s

S
=S,(1—1)* (mod n)
0
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Lemma 3. Necht p je prvocislo a M, n ¢&isla takovd, Ze p | n a
M[1F 428 4. 4 nk
pro vdechna k € {0,1,...,p—1}. Palﬂ vp(M) < vp(n).

Dokaz. 7 predpokladu nadm plyne, ze pokud f je polynom s celoCiselnymi koeficienty stupné
nanejvys p — 1, pak

> f@) =0 (mod M).
TELn
Specialné tedy

0= (@-@-2) (- (p-1))
=1

— (p—1)! zn: (;: i) —(p—1) (g) (mod M).

r=1

Ale pak vp(M) < v ((%)) = vp(n) — 1, kde posledni rovnost plyne diky p | n z

B m

Nyni uz zvladdme ulohu dofesit. Bud p < 2020 nejmensi prvocislo délici n. Z lemmatu 2
jen | k! Zzezn x® pro vSechna nezaporna celd k < 2020. Specialné pak (diky tomu, ze p je
nejmensi prvocislo soudélné s n) jen | > o7 z* pro viechna nezaporna celd k < p —1 (z volby
p totiz pro tato k musi byt k! nesoudélné s n). Ale pak v lemmatu 3 mtizeme polozit M = n
a dostaneme, ze vp(n) < vp(n), coz je spor.

Pozndmky opravovatela. Né&kolik Feseni pfislo se spravnym tipem na vysledek a konstrukeci.
Dikaz, ze pro jind n to nelze, bohuzel zadny neprisel. (Rado van Svarc)

3Funkce vp(x) je takzvana p-valuace, a nenulovému celému &islu = piifazuje nejvétsi neza-
porné celé a takové, ze p* | x.



