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RieSenia 2. série
Uloha N2. Nijdite vSetky funkcie f : N — N také, ze pre vietky m,n € N plati:
f(mn) = [m,n](f(m), f(n))

kde [z,y], resp. (z,y) oznacuje najmensi spoloény nésobok, resp. najvicsi spolo¢ny delitel z, y.

RieSenie. Dosadme [m, 1]. Dostaneme:

f(m) = [m,1](f(m), f(1)) = m(f(m), f(1))

Z toho vyplyva m|f(m) a f(m) < mf(1) ((a,b) < a).
Oznaéme si f(1) = ¢ (f(1) je pre dant funkciu konstanta). Dalej dosadme [1, mc]:

Fme) = [Lmel(f(1), f(me)) = me-c=me®  (lebo f(1)]f(me))
Ako velké findle dosadme [m, mc]:
F(m¢) = [m, mel(f(m), f(me))
m?c? = me(f(m), f(me))
me = (f(m), f(mc))

Z posledného vyplyva f(m) > mf(1) (lebo opét (a,b) < a). Spolu s f(m) < mf(1) to dava,
ze nutne musi platit f(m) = mf(1). Dosadenim do pdvodnej rovnice (a za vyuzitia vztahu
(a,b)[a, b] = ab) zitime, ze kazd4a rovnica tvaru f(m) = me, kde ¢ € N, vyhovuje.

(Miro Psota)

Uloha C2. Patrik sa hral so Stvorcovymi mriezkami, v ktorych bolo kazdé policko biele alebo
cierne. Uvedomil si, ze niektoré sa mu zdaju krajsie ako iné a tiez, ze niektoré su zaujimavejsie
ako iné. Mriezku m X m nazyva peknou, ak pre kazdé dva riadky plati, Ze najviac v jednom
stlpci maju oba ¢ierne policko. Dalej mriezku nazyva zaujimavou, ak je peknd, no po zafarbeni
Tubovolného bieleho $tvorceka nacierno takou nebude. Aky najmensi pocet ¢iernych poli¢ok méze
byt v zaujimavej mriezke ?

RieSenie. Zrejme v zaujimavej mriezke je v kazdom riadku aspon jedno ¢ierne policko. Ak by
totiz nebolo, zafarbenim Iubovolného policka z tohto riadka nevzniknu 2 riadky, ktoré maju v 2
stpcoch &ierne policka. Taktiez si uvedomime, ze stipce a riadky moézeme Iubovolne prestavat a
peknost tabulky (a teda ani zaujimavost) to neovplyvni.

Zoberme si prvy riadok zaujimavej mriezky a ozna¢me c pocet Ciernych policok v nom.
BUNV nech st v prvych ¢ stipcoch. Vieme, ze po zafarbeni hociktorého policka tohto riadku
mriezka nebude pekné. To znamena, ze pre lubovolny z poslednych n — ¢ stipcov v nej existuje
riadok, ktory ma ¢ierne policka v tomto stipci a v jednom s prvych c stipcov. Tento riadok
nazveme vynimocny pre tento stipec.

Zjavne ak je v riadku x &iernych poli¢ok, méze byt vynimoény pre najviac « — 1 stlpcov.
(Lebo aby bol pre aspoii jeden musi jedno &ierne byt v prvych c stlpoch). A v riadku je aspoii
jedno cierne policko, teda pripad x = 0 nenastane. To znamend, Ze ak je v zvySnych m — 1
riadkoch spolu X &ernych poli¢ok, dokopy st vynimoéné pre najviac X —m + 1 stlpcov. Zrejme
X —m —1>n — c (kedze kazdy z n — c stipcov ma svoj vynimocény riadok).

Avsak my vieme, Ze v nasSej zaujimavej mriezke jec+ X >c+(m—14+n—c)=m+n—1
¢iernych policok.

A ak zoberieme mriezku, v ktorej je ierny prvy riadok a prvy stlpec, tak je zaujimava a ma
m +n — 1 Ciernych policok. Preto najmensi mozny pocet ¢iernych policok v zaujimavej mriezke
jem+n—1.
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Iné rieSenie (Podla Frantiska Coufa)

Mriezku si predstavime ako bipartitny graf, kde vrcholy s riadky a stlpce, a hrana vedie
medzi vrchlomi ak v danom riadku a stlpci je &erne policko.

Uvedomime si, ze mriezka je peknd, ak Ziadne 2 vrcholy nemajua 2 spolo¢nych susedov, ¢o
znamena, ze v grafe nie je kruznica dizky 4.

Ak graf nie je suvisly, tak pridanim hrany medzi 2 jeho komponenty nevznikne Ziadna
kruznica (a teda ani kruznica velkosti 4). Preto graf zaujimavej mriezky je stvisly. No z toho
hned mame, Ze je v iom asponl m + n — 1 hran, kedze ma m + n vrcholov.

Poznamky opravovatela. Uloha nebola tazki, a mozno najtazsia cast bola pochopenie
zadania, ze ktoré mriezky s zaujimavé. Upozornil by som, Ze tvrdenie (a aj vzorak) plati aj v
pripade, Ze m = 1 alebo n = 1. Vtedy je sice kazd4 mriezka peknd, no cela ¢ierna m4 vlastnost,
ze po zafarbeni lubovolného Stvoréeka nabielo pekna nebude, kedZze v nej ziadny biely stvorcek
nie je. Tentokrat som za to body nestrhaval, no nabuduce si davajte pozor.

(Martin ,Vodka“ Vodicka)

Uloha G2. Nech ABC je trojuholnik so stredom vpisanej kruznice I. Nech D, E, F st body
dotyku vpisanej kruznice so stranami BC, AC, AB. Nech k, | st kruznice vpisané do $tvoruhol-
nikov BDIF, CEID. Dokazte, ze jedna zo spolo¢nych dotyc¢nic kruznic k, | prechddza bodom
A.

Riesenie. Predtym, nez sa pustime do nasej tlohy, povieme si nieco o technike znamej ako equal
tangents. V skutoc¢nosti ide o tvrdenie, ze ked z bodu A vedieme doty¢nice ku kruznici, ktorej
sa dotykaji v bodoch XY, tak potom |AX| = |AY|. Pouzitim tohto zrejmého tvrdenia sa da
dokézat zname tvrdenie, ze konverny stvoruholnik ABC D je doty¢nicovy prave vtedy, ked

|AB| + |CD| = |BC| + |AD|.

Nech je stvoruholnik ABC D doty¢nicovy. Prislusné dotykové body ozna¢me A, By, C1, D1
(obr. 1). Potom plati |AA1| = |AD1| = dq, analogicky definujeme dy, d¢, dgq. Potom zrejme plati

|AB| + |CD| = do + dp + de + dg = |BC| + |AD|.

de

C
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Nech naopak plati vztah
|AB| + |CD| = |BC| + |AD|
Ak ma stvoruholnik ABC'D dve dvojice rovnobeznych stran tak je to rovnobeznik a podla tohto
vztahu je to kosostvorec alebo $tvorec a tomu zrejme ide vpisat kruznica.

BUNV teda predpoklajme, ze AD }f BC a ze polpriamky AD, BC sa pretinaji v bode P.
Uvéazme kruznicu k, ktora lezi v polrovine ABC a dotyka sa priamok AB, BC, AD. Nech t
je doty¢nica ku k taka, Zze t | CD a t pretina polpriamky AD, BC' v bodoch D’,C’. Podla
dokdzaného vztahu plati

|AB| + |C'D’'| = |BC'| + |AD’|
Plati teda
(IC'D'| - |CD|) + (|AD| - |AD'|) + (IBC| = | BC']) = 0

Zrejme vSak plati, ze vsetky vyrazy v zatvorkach na lavej strane maji rovnaké znamienko,
¢o plati z rovnolahlosti so stredom v priese¢niku polpriamok AD, BC (obr. 2), ktory podla pred-
pokladu existuje. Preto musi nutne byt C’ = C a D’ = D a nakolko $tvoruholnik ABC’'D’ je
dotyénicovy, tak nim je aj Stvoruholnik ABCD, ¢o bolo treba dokazat.

obr. 2

Uplne sme teda dokézali zname kritérium dotyénicovosti konvexného $tvoruholnika. Menej
zname je vSak to, Ze nieCo podobné plati aj pre nekonvexny Stvoruholnik. V naSom pripade
sa staci zaoberat Stvoruholnikom ABCD, v ktorom sa ziadne dve strany nepretinaju v bode
réoznom od vrcholu. Potom jeden jeho vrchol lezi v trojuholniku tvoreného troma ostatnymi,
BUNYV nech je to bod C. Definujeme si kruznicu vpisani tomuto Stvoruholniku ako kruznicu
taku, ze sa dotyka useciek AB, AD a priamok CB,CD. Nie je tazké si rozmysliet, Ze potom
sa nedotyka use¢iek CB,CD. Analogicky ako v predoslom tvrdeni si definujeme dg,dyp, d¢, dq.
Potom nie je fazké vyplnit hodnoty dlzok ako na obr. 3.
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obr. 3

Vidime, ze
|AB| +|CD| = d + dy + dg — de = | BC| + |AD|

V tejto chvili by sme sa e$te mohli zamysliet nad platnostou obratenej implikécie, v skuto¢nosti
je to vSak velmi podobné predslému pripadu a navyse to k vyrieseniu tlohy ani nebudeme po-
trebovat. Vyzbrojeny tymito dvoma tvrdeniami je tak netrividlne vyzerajica tloha trivialna.

Vezmime si najprv pripad, ked |AB| = |AC|. V tomto pripade je priamka ID spolo¢nou
dotyc¢nicou kruznic k, | a tato priamka zrejme prechadza bodom A. Predpokladajme dalej

|AB| # |AC|.

Potom kruznice k, [ lezia v opa¢nych polrovinach vzhladom k priamke ID. V prave jednej
z nich lezi bod A, BUNV nech je to polrovina IDB. Potom tusecka AD nepretina kruznicu [.
Doty¢nica z bodu A rézna od AC pretina polpriamku ID v nejakom bode P. Stvoruholnik
APDC je nekonvexny tak, ze P lezi vnutri trojuholnika ACD a podla naSej definicie mu je
mozné vpisat kruznicu. Plati teda vztah

|AC|+ |PD| = |AP| + |CD|
Nasim cielom je dokdzat vztah
|AB|+ |PD| = |AP| + |BD|
vdaka ¢omu bude konvexny $tvoruholnik ABDP dotyénicovy, kruznica jemu vpisana bude k a

priamka AP bude teda spolo¢nou doty¢nicou kruznic k,l. Vidime, Ze na doékaz tohto vzfahu
sta¢i dokazat

|AC| —|CD| = |AB| — |BD|

To uz je velmi lahké. Nakolko |CD| = |CE|, |BD| = |BF]|, tak oba tieto rozdiely st rovné
|AE|, resp. |AF|, pri¢om zrejme plati aj |AE| = |AF|. Tvrdenie je teda tplne dokdzané.
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obr. 4

Iné rieSenie. UkdZzeme, Ze Ulohu je moZné priamociaro vyriesit aj celkom peknym upodci-
tanim. Ozna¢me K, L stredy kruznic k,l. Zrejme lezia na tseckdch BI,CI. Nech k' je obraz
priamky AB v osovej simernosti podla AK. Analogicky definujeme I’. Zrejme k’,1’ st doty¢nice
ku kruzniciam k,l rézne od AB, AC. Nagim cielom je dokazat k/ = I’, k ¢omu staéi dokazat
2-/BAK+2-/CAL = «. Na dbokaz tohto sta¢i dokazat, ze /BAK = /CAI — ZCAL = /ZTAL.
Toto dokazeme tak, Zze dokdzeme

sin /BAK __ sin LIAL
sin/KAI ~ sin ZLAC

Plati totiz, ze LKAl = § — ZBAK, ZIAL = § — ZCAL a funkcia f(z) = % je
s

na intervale (07 %) rastica a teda prostd. Tato funkcia je rastica, lebo je podielom rasticej a
klesajucej funkcie na danom intervale (ktory je zrejme podintervalom (O, %)) Z vyssie uvedeného
vztahu uz teda bude plyniat /BAK = /IAL. Teraz pouzitim niekolko sinusovych viet a vety

o ose uhla pre trojuholnik BDI a os DK hladany pomer sinusov lahko prevedieme na uhly
trouholnika ABC"

B

sin /BAK BK - gj:g _ % sing B @ sing _
sin /ZKAL o Sm(i?;:%) ~ KI sin(90°+%) DI sin(90°+3)
sin g sin (90° + %) cos 3
N sin <90° — g) . sing - Cosg

A to uz sme hotovy, nakolko analogicky musi platit

sin /LAC _ cos §

sin /ZIAL ~ cos 2

¢o je v podstate to, ¢o sme chceli.
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Poznamky opravovatela.

Ulohu vyriesili traja riesitelia. Dvaja tvrdenie dokazali podobne ako v druhom rieseni cez
trigonometrické upoditanie, dalsi najprv nahliadol, Ze sta¢i dokazat, Ze obraz bodu A v osovej
stmernosti podla KL lezi na ID, ¢o dokdzal pomerne priamociaro analyticky. Nikto nepouzil
equal tangets, aj ked sa to v tlohe s tolkymi dotykmi #iada. Uloha je v tomto smere velmi poucna,
velmi fazko vyzerajlce tvrdenie s dotyénicami méze byt v skutoénosti velmi jednoduché.

(Patrik Bak)

Uloha A2. Nech z; <xo< ... <ap,y1 > Y2 > ... > yn, st redlne disla spliajice
n n
> iwi =3 iy
i=1 i=1
Dokazte, ze pre lubovolné o € R plati:
n n
Z zifia] > Z yilia]
i=1 i=1
kde [z] oznacduje najvicsie celé ¢islo neprevysujice x.
Riesenie. Na zaciatok si dokdzeme par pomocnych tvrdeni:
Lema 1 Nech ai,...,an,b1,...,bn st redlne cisla, také, ze pre vSetky 1 < k < n plati
25:1 a; < Z§:1 bi, a tiez Z?:1 a; = Z?:l b;.
Potom D77 azw; > D00 iz, Do aiyi < D0 biyi

Dokaz: Z nerovnosti 1 < --- < xp, je to intuitivne jasné. Formalny dékaz nechdvame éitatelovi.

k .
Lema 2 Nech a € R,n,k € N,n > k. Potom % < “;—a]

Dokaz: Indukciou na n — k.
1. krok: n =k + 1:

2500 ko] _ SE lio] +[(k+1—i)a] _ SE liat (k+1—i)a] _ [(k+1)a]
E(k+1) k(k+1) - k(k+1) E+1

Vyuzili sme pri tom zndmu nerovnost [a] + [b] < [a + b]
2.krok: Nech to plati pre vSetky mensie rozdiely ako n — k. Potom

258 lia] _ 280, lie](1+3) _ 258 fia] _ [na)

kE(k+1) (k+2)(k+1) — (k+2)(k+1) — n
k
Vyuzili sme pri tom nerovnost M < [(k + 1)a], ktort sme dokazali v prvom kroku

a potom sme pouzili indukény predpoklad pre éisla k + 1, n, lebo zjavne n — (k+1) <n —k, a
n > k + 1, kedze rozdiel 1 sme vybavili v prvom kroku.

Lema 3 Pre lubovolné prirodzené éisla n > k a reélne éislo a plati:

k n

n(n+1)Y [ia] <k(k+1) [ia]

i=1 i=1
6
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Dékaz: Indukciou na n:
1. krok: Pre n = k nerovnost trivialne plati, dokonca nastdva rovnost.
2. krok: Nech to plati pre n — 1. Ukdzem, Ze to plati pre n. Z indukéného predpokladu plati:

k n—1
n(n—1)> lia] <k(k+1) > [io]
i=1 i=1
A z Lemy 2 zase plati, ze
k
2n Z[ia} < k(k + 1)[na]
i=1

Scitanim tychto dvoch nerobnosti dostaneme

k k n—1
n(n —1)Y [ia] +2n Y [ia] < k(k+1) Y _[ia] + k(k + 1)[na]
=1 1=1 =1

k n
n(n+1)Y [ia] < k(k+1) [ia]
i=1 i=1
¢o sme chceli dokazat.
A teraz modzeme pristupit k dékazu nerovnosti zo zadania. Najprv si dokdZeme nerovnost

n n n
n(n+1) Z ziia] > 2 Z[ia] Z iT;
i=1 i=1 i=1
Podla Lemy 1 nam stac¢i ukdzat, ze pre vSetky 1 < k < n plati,
k n k n
n(n+1)Y ia] <23 [ia] > i=k(k+1)) lia]
i=1 i=1 i=1 i=1
a tiez ze
n n n
n(n+1)> lia] =2 [ia] Yy i
i=1 i=1 i=1
Ale platnost nerovnosti ndm zarucuje Lema 3, a t& rovnost je zrejma.
Uplne analogicky mézeme dokézat

n

n(n+1) Zyi[ia] < 22[1’04] Ziy,-
i=1 =1

i=1

Zlozenim poslednych 2 nerovnosti a vyuzitim podmienky > 7 ; iy; = > ., ix; dostaneme

n n
n(n+1) Z zifial > n(n+1) Z yilia]
i=1 i=1
A to ked predelime vyrazom n(n + 1) dostaneme nerovnost, ktort sme chceli dokazat.
Poznamky opravovatela. Ulohu nikto nevyriesil, a tak sa moze zdat, ze bola fazka. Treba
si vSimnut, Ze v rieSeni sa nevyuzivalo vobec ni¢ a aj na celé casti stacil vztah [a] 4 [b] < [a + b)].
Co bolo tazké, je po prvé vstrebat dlhé zadanie a pustit sa do ulohy. Potom uZ stacilo spravit
hoci vela, ale za to celkom jednoduchych krokov. Najprv sa celkom prirodzene do stredu nerov-
nosti vsunul vyraz z podmienky zadania (samozrejme vhodne prendsobeny),aby sa to rozbilo na

7
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nerovnost len v x; (resp.y;). Potom si sta¢ilo uvedomit Lemu 1, ¢im sme sa tplne zbavili ¢lenov
x;. Uz stacilo len dokézat Lemu 3 a vidno, ze priamociary postup indukciou fungoval, akurat
sme potrebovali, aby platila Lema 2. A t4 je len o hrani sa s celymi ¢astami, a vyuzivanim
vztahu [a] + [b] < [a + b]. Najjednoduchsia (asi) bola opét indukcia, no podla miia to uz bolo
celkom jednoduché tvrdenie.

Teda podstatné je nebat sa tlohy a nebyt znechuteny, ak nie¢o urobim a tloha este stale
nie je vyrieSend. Treba ist dalej a dalej a ¢asom to padne.

(Martin ,,Vodka“ Vodicka)



