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Reseni 1. série

Uloha N1. Mnozina M racionélnich &isel splnuje
(i) 0e M,
(ii) kdykoliz € M, takiz+1€e M axz—1€ M,

(iii) kdykoli z € M \ {0,1}, tak ﬁ €M.

Musi byt M uz nutné mnozina vsech racionalnich ¢isel?

Reseni. UkéZeme, 7e mnozina M vsech racionalnich &isel bez ¢&isel tvaru 3/5 + n, kde n je
libovolné celé éislo, splituje podminky zadéni. Ozna¢me S = {3/5+n | n € Z}, tedy plati M =
Q\ S. Zfejmé 0 nalezi do M, takze je spliiena prvni podminka.

Pokud m néalezi do M, potom m + 1 a m — 1 jsou jisté racionalni ¢isla. Pokud by ale jedno
nalezelo S, pak existujen, Zze m+1=3/54+n=m=3/5+ (nF1) € 5, coz je spor s tim, ze
m nalezi do M. Tim je zaruCena platnost druhé podminky.

Zbyva ovéfit, ze pokud m je prvkem M, poté i &islo 1/(m(m — 1)) je prvkem M. Cislo m je
racionalni, muzeme jej tedy zapsat v zédkladnim tvaru jako a/b. Potom dostaneme

1 1 b2

mm—1) %(2-1) a(a—b)

Ptedpokladejme nyni pro spor, Ze existuje n, pro které plati b2/(a(a—b)) = 3/5+n = (34+5n)/5.
Protoze nsd(a, b) = nsd(b,a—b) = 1, &isla b? a a(a—b) jsou nesoudélna, stejné jako &isla 3+5n a
5. Oba zlomky jsou tedy v zdkladnim tvaru (az na znaménko ve jmenovateli), porovnim ¢itateltt
dostavame b2 = £(3+5n). Cislo b? tedy dava zbytek 2 nebo 3 po déleni péti, coz je ale nemozné,
nebot 2 ani 3 nejsou kvadratickymi zbytky modulo péti. Tim dospivame ke sporu, takze mnozina
M splnuje i tfeti podminku. Vidime, ze mnozina spliujici podminky ze zadani nemusi byt nutné
mnozina racionalnich cisel.

Pozndmky opravujictho. Uloha se dala Fesit jesté jinym zptsobem: uvazime vSechny zlomky
se jmenovatelem! 47 vytvofené pomoci podminky (iii) a uvédomime si, Ze mame nejvyse 8
moznosti, jaky zbytek mtze po déleni 47 déavat Citatel. Za mensi nepfesnosti obcas spojené
s matoucimi formulacemi jsme strhavali jeden bod. Vétsim prohfeskem bylo chybéjici ovéreni
skuteCnosti, ze zlomek muze mit zdporného citatele, za coz jsme strhavali 3 body — Marko Puza
se svymi 3/5 to zapomnél obh4ajit, Anh Dung Le s 3/7 by to uz nezvladl pomoci kvadratickych
zbytki a Markété Caldbkové s 2/3 by se to nemohlo podafit ani jinak, nebot éislo 2/3 mnozina
M vzdy obsahuje. Chyba to ale byla vlastné stejna, az na konstantu.

(Pepa Svoboda & Michael ,, Majkl*“ Bily)

Uloha C1. V kruhu je rozmisténo nékolik krabic. V kazdé z nich miize byt néjaky pocet micki,
pripadné muze byt krabice prazdna. Pavel chodi po sméru pohybu hodinovych ruci¢ek a pokazdé,
kdyz se mu néjaka krabice zacne libit, vytahne z ni vSechny micky a pocinaje od nasledujici
krabice dava po jednom micku do kazdé krabice, okolo které prochazi.

(a) Dokazte, ze pokud se Pavlovi libi pokazdé ta krabice, do které naposledy vlozil micek,
tak bude rozmisténi micka Casem stejné jako jejich pocatecni rozmisténi.

(b) Dokazte, ze Pavel umi vhodnymi sympatiemi ke krabicim za¥idit, aby se rozmisténi micku
v krabicich zménilo na jakékoliv jiné se stejnym celkovym poctem mickii.

ISlovensti fesitelé zfejmé neznaji jind prvodcisla.
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Reseni. (a) Pavlovo sebrani mitkt z jedné krabice a néasledné nahézeni mitkii do dalsich
krabic nazvéme tahem. Pokud zndme krabici, do které Pavel hodil micek jako posledni a pocty
micka v krabicich po tahu, dokdZeme zpétné zrekonstruovat cely tah (tedy i pocty micka pred
tahem). Staci jit v opa¢ném sméru a sbirat micky, nez narazime na prazdnou krabici, a jakmile
se tak stane, tak do ni ddme vSechny sesbirané micky. V tomto zpétném tahu jsme nemohli jit
dal, protoze jinak by musela byt krabice prazdna po Pavlové vhozeni micku. Soucasné jsme se
nemohli zastavit dfiv, protoze jinak by Pavel nevyprazdnil celou krabici.

Pocty mickt v jednotlivych krabicich spolu s pozici krabice, ktera se Pavlovi bude v pristim
tahu libit, nazveme stavem. Stavi je jen konecéné mnoho, proto kdyz bude Pavel dostatecné
dlouho provadét tahy, dostane se jednou do stavu, ve kterém se ocitl. Podivejme se na okamzik,
kdy se to stane poprvé. Pokud by tento stav nebyl pocatec¢nim, tak by se do néj postupné dostal
ze dvou ruznych stavi — to je ovSem spor s tim, Ze stav pifed tahem se da jednoznacné urdit.
Pavel se tedy Casem dostane do stavu, ve kterém zacinal.

(b) 'V této casti se nebudeme zabyvat stavy, ale rozmisténimi — rozmisténim rozumime pouze
udaje o poctech micki v krabicich (bez Pavlovy ,pozice“). Diky ¢asti (a) vime, ze kdykoli se
jednim tahem muzeme dostat z rozmisténi A do rozmisténi B, tak néslednym opakovanim taht
z (a) se nakonec opét octneme v rozmisténi A. Jinak Fedeno pak existuje posloupnost tahii
vedouci z B do A.

Nyni trochu obecnéji, pokud existuje posloupnost taht z rozmisténi A do rozmisténi B,
dejme tomu pres rozmisténi My, Mo, ..., My, tak z pozorovani z predchoziho odstavce mame
posloupnost taht z B do My, z My do My_1, ...az z M; do A. Celkové tedy opét existuje
posloupnost tahti z B do A.

K vyfeseni tlohy jiz staci najit jedno rozmisténi C s celkovym poctem n micku takové, ze
je mozné se do néj dostat z jakéhokoli jiného rozmisténi s celkovym poctem n micka. Tim totiz
kdykoli se bude chtit Pavel dostat z rozmisténi A do rozmisténi B (v obou je n mickl), tak se
nejprve dostane do C' a nasledné vime, Ze existuje posloupnost taki z B do C, tedy existuje i
z C do B.

Jako C' volme takové rozmisténi, kdy je v jedné pevné krabici K vSech n micku a zbylé

krabice jsou prazdné. Do tohoto rozmisténi se dostaneme nasledovné: vzdy si Pavel vybere
mi¢ek M mimo K, a tento midek kazdym tahem posune o jednu krabici dal (vybere si vzdy
krabici s M a pfi rozdévani mickt se M zbavi jako prvniho). Takto ¢asem dostane M do K, a
v tom okamziku si vybere jiny micek. Pavlovi se K nikdy nelibi, tedy pocet mickt v K takto
roste do té doby, nez jsou v K vSechny micky.
Pozndmky opravugictho. Vétsiné resiteld nedé€lala tloha problém. Néktefi si uminili, ze pfesné
popisi, kterad ze krabice se Pavlovi libila pfed tahem, avSak to neni prilis potfeba. Navic i pak
by feSeni mélo dovysvétlit, jaké bylo pfed tahem rozmisténi. Dale mé zaujalo, jak se Slovaci
vyporadali s prekladem micki v krabicich. Zatimco Cesi snadno pouzili formulaci ze zadani,
k pouziti ¢echismu micek se uchylil pouze jeden Slovak. Ve zbytku jsou mezi sebou pocéetné
vyrovnané pieklady lopticka a gulicka. Z toho jedny lopticky se namisto do krabic davaly do
Skatulek. A jeden jiny fesitel davajici do krabic pro zménu gule nemoha ptijit Pavlovi na jméno
jej nazval tym pandkom.

Pozndmky opravujictho. Mirek Olsak

Uloha Al. Je déno realné éislo a a posloupnost (xn)S2 o spliujici rekurentni predpis xo = a,
Tpt1 = 2a — (a® + 1)/xy,. Ukazte, e pokud je tato posloupnost periodickd, ma jeji nejkratsi
perioda lichou délku.
Reseni (podle Eduarda Batmendijna a Samuela Slddka): Nejdiive si uvédomime, %e nejenze
libovolny ¢len posloupnosti uréuje ¢len nasledujici, ale ze urcuje i ¢len predchozi. Plati
2
a‘+1

Ty = ——.
2a — Tpi1
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Je-li posloupnost dobfe definovana, je kazdy jeji ¢len nenulovy, takze kazdy clen je také
ruzny od 2a. Pfedchozi vztah lze proto pouzit pro kazdé n € Ng.

Predpokladejme, ze zadana posloupnost je periodicka. Vezméme nejmensi m, pro které z,, =
zo = a. V ramci prvni periody se podivejme na soucet ¢lent ,naproti“, napf. xg+xm = a+a =
2a, £1+Tm—1 = (a®—1)/a+(a?+1)/a = 2a atd. Indukci dokazeme, Ze plati x;+x,,_; = 2a i pro
kazdou dalsi dvojici. Pfedpokladejme, Ze jiz plati z; + 2, —; = 2a pro n&jaké i € {0,1,...,m—1}.
Potom

2 2 2 2
ULJrl+ a’+1 :2a7a +1+a +1:2a.
x; 204 — Ty —q x; x;

Titl + Tm—i—1 = 2a —

Nakonec pro spor predpokladejme, ze m = 2k, k € N. Potom z dokadzané identity plyne
T + T = 2a, tudiz xp = a, coz je spor s tim, ze 2k je nejkratsi perioda.

Ndznak jiného teseni (podle Anh Dung ,Tondy“ Le a Radovana Svarce): Pokusime se nalézt
explicitni vzorec pro x,. Za timto celem si vypiSeme nékolik prvnich ¢lentt posloupnosti (a,
(a2 —1)/a, (a®—3a)/(a®—1),...) a viimneme si, Ze se éitatel jednoho zlomku rovna jmenovateli
nésledujiciho zlomku. Definujeme si tedy posloupnost {yn}52 , tak, aby yo = 1 a yny1/yn = Tn.
Zadany rekurentni vztah je po preformulovani do y, jiz linedrni diferenc¢ni rovnice, ktera je
standardné Fesitelna.
Lze spocitat, ze
B (a + ,L‘)n+l + (a _ Z‘)n+l
B PO oy e

kde i je komplexni jednotka. ReSeni se dokondéi tak, Ze se ukaze, Ze z rovnosti Zj = xj42k plyne
(po tpravach) rovnost z; = x4 .

Poznamky opravujictho. Pokud by se za periodickou posloupnost povazovala i posloupnost
s predperiodou (¢ili napt. 1,2,3,4,5,4,5,4,5,...), bylo by potfeba argumentaci prvniho feSeni
(a feseni vSech Fesiteltt kromé& Radovana Svarce) mirné vylepsit. Stadilo by ¥ici, Ze predperiodu
posloupnost mit nemuze, protoze z rovnosti x; = x; 1, plyne rovnost x;_1 = &1, _1, protoze
kazdy ¢len posloupnosti urcuje i svého predchiidce. Vzhledem k tomu, Ze vétSina zdroju definuje
periodickou posloupnost bez predperiody, rozhodli jsme se nedé€lat rozdily mezi fesenimi, ktera
pfedperiodu uvazovala a témi, ktera ji neuvazovala. (David Hruska & Pavel Salom)

Uloha G1. Trojihelniky ABC a XY Z sdili vepsanou kruznici a navic body B, C, Y, Z lezi
v pfimce. Uvazme kruznici, ktera se dotyka usecek AB, AC a navic kruznice opsané trojihelniku
ABC?, a jeji bod dotyku s kruznici opsanou trojiihelniku ABC ozna¢me T. Ukaste, #e pokud
X lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC, tak T lezi na kruznici opsané trojiuhelniku XY Z.

Reseni. Ozna¢me w kruznici vepsanou trojuhelniku ABC, I jeji stied, r jeji polomér a D, E,
F body dotyku se stranami BC, C A, AB. Déle ozna¢me (2 kruznici opsanou trojuhelniku ABC
a wyy, mixti kruznici ze zadani. Provedeme kruhovou inverzi podle w. Obrazy zna¢me ¢arkované.

Body A, B, C se zobrazi na stfedy tusecek FF, FD, DE, takze Q) se zobrazi na kruznici
deviti bodi3 trojuhelnika DEF. Ozna¢me ji wg a jeji stied Og. P¥imky AB, AC se zobrazi na
kruznice s priméry I'F, I E, které tak maji stejné jako wg polomér r/2 a prochazeji bodem A’.
KruZnice wy, se tudiz zobrazi na kruznici se stfedem A’ a polomérem r a bod T se zobrazi na
,bod naproti“ A’ na wg neboli na stied tsetky DH, kde H je ortocentrum trojthelnika DEF.
Povsimnéme si, ze OgT"’ je jakozto stfedni p¥icka v trojuhelniku HID rovnobé&zna s ID a ma
délku |ID|/2 =1/2.

2Této kruznici se Fika mizti kruZnice.
30 zakladnich vlastnostech kruznice deviti bodii (nine-point circle) se mtizes doéist naptiklad
na Wikipedii.
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Nyni do zvlastniho obrazku zobrazime body X, Y, Z. LeZi-li bod X na (, le#i jeho obraz X’
na wo. PHimky XY, XZ se zobrazi na kruznice w1, wa, které prochézeji skrz I a X’ a dotykaji
se kruznice w, takze maji rovnéz poloméry r/2. Jejich pruseciky s kruznici nad primérem DI
(ozna¢me ji wy) jsou pak obrazy bodt Y, Z. Nyni sta¢i dokazat, ze body T/, X', Y’, Z’ le#i na
jedné kruznici.

D

Dokreslime-li stiedy O1, Oz, Oy kruznic w1, w2, wy a vSechny vzniklé tsecky délky r/2, dosta-
neme obréazek Sestitthelniku X’O1Y’ 0472’ Oz slozeného ze t¥i kosoétvercu? X'O1102, Y'O110y,
Z'02104 a lomenou ¢aru X’'OgT’. S tseckou IO, je tak rovnobé&zna nejen tisetka OgT’, ale
i tsecky O1Y’ a O2Z’. Dokreslime-li proto rovnobéznik X’I04S, vzniknou déle kosoé&tverce
X'09T’'S, X'O1Y'S a X'O2Z'S, takze body T', X', Y’', Z’ lezi na kruznici se stiedem S a
polomérem r/2.

Poznamky opravujiciho. Bohuzel nam pfisla jen dvé fesSeni, takZe jsme neméli s opravovanim
moc prace. Muze se zdat, ze vzorové feSeni vyuziva dost tvrzeni, kterd nemusi kazdy znat
(doporu¢ujeme vSem si o nich preéist), ale jak predvedl Eduard Batmendijn ve svém YeSeni,
tak to slo i bez nich. Ten po kruhové inverzi podle kruznice vepsané dopocital zobrazené body
v komplexni roviné a s nepfili§ velkou ndmahou se dobral cile. I druhé Feseni, které poslal Anh
Dung Le, bylo spravné, opét s klicovou roli kruhové inverze, ale kvili nékterym nepfesnostem
a chybéjicim kusim se nevyhnul bodové ztraté. Doufame, ze piisté se nejtézsi tlohy v sérii
nezaleknete a feSeni prijde vice. (Stépan Simsa & Pepa Tkadlec)

4Pro pokryti degenerovanych ptipadii chdpeme rovnobéznik jako ¢tvetici bodtt KLM N ta-
kovou, ze vektor KL je shodny s vektorem N M. Kosoctverec pak chapeme jako rovnobéznik
KLMN, ve kterém navic |KL| = |KN]|.
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