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RieSenia 6. série
Uloha N6. Nsjdite vietky funkcie f : N — N, ktoré pre Iubovolné m,n € N spliaji rovnost

ged(f(m),n) + lem(m, f(n)) = lem(f(m),n) + ged(m, f(n)),
kde gcd a lem oznacdujui najvicsi spolocny delitel a najmensi spoloény nasobok.

RieSenie. Nejprve dosadime dvojici (m,n) = (a, f(a)), obdrzime

ged(f(a), f(a)) + lem(a, f(f(a))) = lem(f(a), f(a)) + ged(a, f(f(a))),
f(a) +lem(a, f(f(a))) = f(a) + ged(a, f(f(a))),
lem(a, f(f(a))) = ged(a, £(f(a))),
a= f(f(a)),

z ¢ehoz plyne, ze a = f(f(a)), tedy f je involuce. Najdeme néjaké a > 1 nesoudélné s f(1) a
dosadime postupné dvojice (m,n) = (1,a), coz da

ged(f(1),a) +lem(1, f(a)) = lem(f(1), a) + ged(1, f(a)),
14 f(a) = af(1) + 1,
fla) = af(1), (*)

a nasledné (m,n) = (1, f(a)), ¢imz s vyuzitim vysledku z obdrzime

ged(f(1), f(a)) +lem(L, f(f(a))) = lem(f(1), f(a)) + ged(1, f(f(a))),
ged(f(1),af(1)) +lem(1, a) :1cm(f(1)7af(1))+gcd(17a),
f+a=af(l)+1,

(I-a)f(1)=1-a,
f=1

Tedy vSechna pfirozend ¢isla jsou nesoudélnéd f(1) a vztah z se zjednodusi na f(a) = a pro
a € N. Jedinym kandidatem na funkci vyhovujici zadani je identita, snadnym dosazenim pak
ovéfime, ze mu skutecné vyhovuje.

Pozndmky opravovatela. Vétsina feSeni byla spravné, nejcastéjsi chybou bylo opomenuti ové-
feni, Ze nalezend funkce skuteéné vyhovuje zadéani. (Vasek Vorécek)

Uloha G6. Bud ABC pravouhly trojuholnik s pravym uhlom pri vrchole A, v ktorom je M stred
strany BC. Ozna¢me X bod na polpriamke C A taky, ze kruznica opisanda BM X sa dotyka AC.
Analogicky zostrojme bod Y na polpriamke BA tak, ze kruznica opisana CMY se dotyka AB.
Dalej ozna¢me S stred toho obliitku BC' kruznice opisanej ABC, ktory neobsahuje A. Dokazte,
ze body X, Y, S lezia na jednej priamke.

Riesenie. BUNO |BM| = 1. Pak z mocnosti mame |BY'|? = |[BM|-|BC|=1-2 =2 = |BS|?,
tedy |BY| = |BS| a analogicky |CX| = |CS|.

Ozna¢me Sp stfed oblouku AS obsahujici C' a S¢ stfed oblouku AS obsahujici B. Pak
protoze M je stted BC i SpSc, tak BSp || CSc. Ale to jsou vnitini osy thld <ABS a <ACS,
tedy SY L BSp a SX L CS¢, z rovnobéznosti BSp || CSc jsou tedy i SY a SX rovnobézné,
tedy S, X, Y lezi na pfimce.
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Pozndmky opravovatela. Hlavni trik tlohy spocival ve spocteni rovnoramennych trojuhelnikt
mocnosti, zbytek byl uz jen rutinni ahleni. Vétsina doslych feseni byla spravné.
(Radek Olsak)

Uloha A6. Majme strom s mnozinou vrcholov V a mnozinou hrén E. Kazdému vrcholu v € V
Jje priradené realne cislo x,. Dokazte, ze

\/|E\Zz12)22 Z TuTy-

veEV {u,v}eE

Riesenie. Nez se zaCneme vénovat samotné nerovnosti, pozménime strom tak, aby leva strana
zustala stejnd a prava se nezmensila. Pokud dokdZzeme nerovnost pro takto pozménény strom,
dokazeme to i pro ten puvodni.

Nejprve si uvédomime, ze pokud pro vSechna v nahradime x, hodnotou |z,|, levd strana
zustane stejna a na pravé se zméni pouze znaménka nékterych sc¢itanci, tedy se prava strana
nezmensi.

Dale ,,prepojime“ hrany tak, aby vSechny mély spolecny vrchol. Vybereme vrchol a tak, aby
ZTq > Ty pro vSechna v € V. Pokud je takovych vrcholi vice, vybereme libovolny z nich. Strom
zakofenime ve vrcholu a. Vezméme néjaky vrchol u rizny od a a jeho otce oznacime v. Protoze
Tq > Ty & Xy je nezdporné, plati xqx, > Ty xy. Tudiz pokud smazeme hranu uv a pfidame misto
ni hranu ua, prava strana dokazované nerovnosti se nezmensi, zaroven nas graf zustane stromem.
Leva strana je nezavisla na usporddani hran, tedy zustane stejnd. Takto budeme pokracovat,
dokud vsechny hrany nebudou obsahovat vrchol a.

2



11. roénik, 2021/2022 Medzinarodny koreSpondec¢ny seminar iKS

Nerovnost se nyni mizeme upravit na

VIE[Y a3 >2 Y zawo,

veV veV\{a}
1
|E| - 22 +/E| Z z2 >2 Z Tola.
% |E‘ veV\{a} veV\{a}

Protoze vrcholy maji pfifazend nezaporna ¢isla, z AG nerovnosti vime
1
VIE|

Nas graf je strom, tedy |E| = |V| — 1. Tudiz se¢teme-li tyto nerovnosti pro v8echna v € V'\ {a},
ziskdme dokazovanou nerovnost.

22 +V/|E| - 22 > 2z,

Pozndmky opravovatela. Velkd ¢ast feSeni postupovala stejné jako vzorové.
(Majda Misinova)

Uloha C6. Majme mu]tigraﬂ nan vrcholoch. Kazda hrana je ofarbena jednou z n farieb a hrany
kazdej z farieb tvoria cyklus neparnej dlzky. Ukazte, Ze existuje cyklus neparnej dlzky, v ktorom
ma kazda hrana inu farbu.

Riesenie. Uvazme les, ve kterém je kazda barva pouzita nanejvys jednou. Z takovych lest
vybereme ten, ktery ma nejvice hran.

Protoze se jedna o les, ma nanejvys n—1 hran, takze existuje barva (BUNO &ervena), kterou
jsme nepouzili. Zaroven vSechny Cervené hrany musi vést v jedné komponenté souvislosti: kdyby
totiz vedla Cervend hrana mezi dvéma riznymi komponentami, tak ji mizeme pfidat a zvysit
tim pocet hran naseho lesa.

V této komponenté si zafixujeme kofen a do vrcholi si napiseme jejich vzdalenost od kofene.
Protoze ¢erveny cyklus ma lichou délku, tak na ném existuji dva po sobé jdouci vrcholy se stejnou
paritou p vzdéalenosti do kofene. Pfidanim této hrany dostaneme cyklus délky 1+ 2p modulo 2,
coz je 1. Tudiz jsme ziskali cyklus liché délky. Zaroven od kazdé barvy jsme pouzili jen jednu
hranu, takze na tomto cyklu mé kazda hrana jinou barvu.

Pozndmky opravovatela. Plny pocet bodi dostala dvé feseni, kterd se obé ubirala podobnou

cestou jako vzorové feseni. Jedno pouzilo misto extremalni volby lesa argument s indukci.
(Radek Olsak)

I Multigraf je graf, v ktorom smie viest viac hran medzi jednou dvojicou vrcholov.

3



