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RiesSenia 2. série

Uloha A2.  Pavel nasiel kvadratické polynémy f(z), g(z) a h(z). Je mozné, ze vietky z Cisel

2011, 2012, ..., 2018 su korerimi rovnice f(g(h(z))) =07
Riesenie. Kvadraticky polyném f(z) nadobuda jednu hodnotu y najviac pre 2 rozne vstupy
z, lebo kvadratickd rovnica f(z) = y mé najviac 2 rieSenia. Preto pre 8 moznych z, ktoré

su 2011,2012, ...,2018 polyném h(x) nadobtda aspon 4 hodnoty a néasledne g(h(z)) nadobuda
asponi 2 hodnoty. Hodnota f(g(h(z))) ma byt vzdy rovna 0, takze g(h(z)) moze nadobudat
najviac 2 hodnoty a h(z) najviac 4 hodnoty, ¢ize to musi byt presne tolko.

Povedzme, ze h(zx) = ax? + bx + ¢, Cisla 2011,2012,---,2018 musia vytvorif 4 dvojice,
pri¢om funkéné hodnoty v kazdej dvojici sa rovnajia. Ak h(z) = h(y), pre = # y dostdvame

az? + bz +c=ay? + by +c,
a(z —y)(z+y)+bx—y) =0,
z+y=—-b/a.

Stcet ¢isel v kazdej zo Styroch dvojic je rovnaky, stcéet vSetkych &isel je 8- (2011 + 2018)/2,
¢ize sucet jednej dvojice je 4029. Z toho je pre kazdé ¢islo jednoznacne uréené, s kym musi byt
v dvojici: (2011,2018), (2012, 2017), (2013, 2016), (2014, 2015).

Vrchol paraboly h(z) méa z-ovt stradnicu —a/2b = 2014,5. Cisla 2011, 2012, 2013, 2014
lezia vsetky nalavo od vrchola, kde je parabola bud klesajica alebo rasttca, takze hodnoty
h(2011), h(2012), h(2013), h(2014) st usporiadané podla velkosti. Znovu musia vytvorit dvojice
s rovnakou hodnotou g(h(z)), lebo g(h(x)) nadobtuda len 2 hodnoty a rovnakym sposobom ako
vyssie dostaneme, Ze stucéet dvojic je rovnaky. Musi teda platit

h(2011) + h(2014) = h(2012) + h(2013),
a-20112 4b-2011+c+a-2014% +b-2014 + c = a - 20122 + b- 2012 + c+ a - 20132 + b - 2013 + ¢,
a(2014 — 2012)(2014 + 2012) = (2013 — 2011)(2013 + 2011),
2.4026a = 2 - 4024a,
a=0.

LenZe a # 0, lebo polyném h(z) méa byt kvadraticky, teda nie je mozné, aby vSetky z ¢isel
2011,2012,...,2018 boli korefimi polynému f(g(h(z))). (Tomés Sésik)

Uloha C2. Dokézte, Ze prirodzené disla sa daju rozdelit do dvoch skupin tak, aby boli splnené
nasledovné predpoklady:

1) Pre kazdé prvoéislo p a pre kazdé prirodzené éislo n, ¢isla p™, ptloap
rovnakej skupine.

2) Neexistuje ziadna nekoneénd geometrickd postupnost prirodzenych disel, ktorej vsetky
¢leny by boli v jednej skupine.

"+2 nie sq v

RieSenie. Vsetky prirodzené &isla sa daju napisat jednoznacne, ako sucin prvodisel, ktoré sa
mozu opakovat. Zavedme pre vSetky ¢isla n = Hle p?i pomocné ¢islo f(n) = Zle a; (a dalej
bez ujmy na vseobecnost f(1) = 1). Povieme si, ze ak f(n1) = f(n2), tak n1 a ne ddme do
tej istej skupiny. Stac¢i ndm teda iba dobre rozdelit tieto pomocné ¢isla, a potom budu dobre
zafarbené aj nase ¢éisla. Co ndm teda hovoria nase podmienky v takomto pripade? Chceme
si najst rozdlenie také, ze f(p™), f(p"t1), fF(p"T2), teda n, n + 1, n + 2 nie sd v rovnakej
skupine. A chceme, Ze pre kazdua dvojicu kladnych celych g, ¢ neboli vietky ¢leny g, gq, gg2, . ..
pri originalnom rozdleni v jednej skupine. To pre nas znamen4, ze chceme, aby pre kazdé dvojicu
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kladnych celich g, ¢ neboli vSetky pomocné éisla f(g), f(g) + f(q), f(g) + 2f(q),... Vv tej istej
skupine. Mame teda teraz tlohu ekvivalentnu s origindlnym: Chceme si rozdelit prirodzené ¢isla
do dvoch disjunktnych skupin tak, aby platilo:

1. Neboli tri za sebou idtuce ¢isla v tej istej skupine.
2. Neexistovala nekoneénd aritmetickd postupnost, ktorej vsetky ¢leny st v tej istej skupine.

Podme si teda takéto rozdelenie skonstruovat: nech znaéi a jednu skupinu a b druht, a zapis
abbaabab . .. to, ze v skupine a st ¢isla {1,4,5,7,...} av bsa {2,3,6,8,...} atd. Nech nazveme
trojicu aba = X a trojicu bab = Y. Nech je nasa postupnost tato: XY X XYY XXXYYY XXX
XYYYY ... tadto postupnost vyhovuje zadaniu pretoze v kazdej trojice v postupnosti ma jeden
X alebo Y zahrnuty aj stredy aj niektory boény ¢len, a tie st rozlisné.

Podme si ukazat, ze kazda aritmetickd postupnost s diferenciou 3k ma aj élen a aj b (toto
nam staci ukdzat, pretoze kazda aritmetickd postupnost mé takuto podpostupnost, staci si zo-
brat treti, Siesty a deviaty atd ¢len). Tak podme si to ukdzat pre nejakt konkrétnu postupnost.
Uvazujme teda sekvenciu z X-iek , ktorda ma aspon k po sebe iducich X-iek, aritmeticka postup-
nost ma ¢len pred touto sekvenciou. Takato sekvencia zjavne existuje, pretoze Iubovolne daleko
od nuly méame sekvenciu X-iek dlzky aspon k. Tak tu zjavne ma nasa aritmeticka postupnost tu
nejaky ¢len. A tiez méa ¢len v nasledujtcej sekvencii Y-iek. Ale nakolko je diferencia postupnosti
tvaru 3k, tie 2 Cleny st na rovnakom pozicii vo svojich trojiciach X, Y. To ale znamena, ze
st rozne. Takze pre kazdu aritmetickt sa d4 najst dvojica ¢lenov roéznych skupin. To ale zna-
mend, Ze nasa konStrukcia naozaj vyriesi alternativny priklad, a ako sme ukazali vyssie, tato
konstrukcia sa lahko dé preniest na originalnu tlohu, ktord je tym padom vyrieSena.

Pozndmky opravovatela. Va¢sina spravnych rieSeni postupovala az na detaili (napr. funguja
iné konstrukcie) ako vzorové rieSenie. Matej DoleZdlek a Lucia Krajéoviechovd pouzili reku-
rentné urcenie rozdelovania; Michal Berankek a Ddvid Pdsztor pouzili po odbiti geometrickych
postupnosti prvoéisel na odbitie zloZenych éisel paritu pocet cifier v f(n). Chyby, za ktoré sa
strhavali body, boli nedostatoéne vysvetlené konstrukcie. Bodovanie. Ako ste si mohli vSimnut,
okrem bodov som vam skoro vSetkym udeloval kvaternio, ako hodntenie. Teraz vam vysvetlim,
ktord imaginarna ¢ast ¢o znamend: +i implikuje to, Ze ako sa napady v rieSeni pacili opravova-
telovi, za subjektivne hodnotené pekné myslienky sa dalo dostat plusbod, a pre skaredé metédy
(ktoré sa nastastie nevyskytli teraz) minus. +j sa viaze k sprdvnemu pouZzivaniu matematic-
kého jazyka, minusbod sa da dostat na prili§ formdlne popisovanie rieSenia (myslim tym, Ze
ten formélny popis nepomdze aZ tak extra s rieSenim, ale je vdaka tomu riesene ovela taZsie
pochopitelné), alebo pouzivanie matematického slangu. +k sa viaze k tomu, ako overall vyzera
vasSe rieSenie. Minus bod sa dalo ziskat za pisanie ruc¢ne, a pripadne za Skaredy sken/pismo. Plus
bod sa d& ziskat na pouzivanie programu I4TEX, ktora sa naozaj vyplati ovladat.

(Akos ,prezyvka“ Zahorsky)

Uloha G2. Bod O je stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC. Os uhla BAC pretina
stranu BC v bode D. Nech M je taky bod, ze MC 1 BC a MA 1 AD. Priamky BM a OA
sa pretinaju v bode P. Dokazte, ze kruznica so stredom v P prechadzajica bodom A sa dotyka
priamky BC.
Riesenie. Podla viésiny

VyrieSsme najprv Specidlne pripady.

Ak je trojuholnik ABC rovnoramenny so zakladiou BC, je situdcia pomerne jednoducha
— priamky AO a AD splyvaji, navyse ADBM je obdlznik. Nakolko trividlne |BD| = |DC| =
|AM)| a trojuholniky ADP a APM st podobné, tak st aj zhodné a teda |AP| = |PD|, ¢o pri
skombinovani s kolmostou priamky AD na BC uZz implikuje nase tvrdenie.

Ak je trojuholnik ABC pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C, potom zrejme M = A,
MB = AB, navyse AO = AD, teda bod P je nekorektne definovany a nasa tloha nema zmysel.
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Dalej budeme pre jednoduchost argumentacie predpokladat, ze |AC| > |AB|. Ak plati opak,
zmenia sa sice orientacie niektorych trojuholnikov, ale argumentaciu to nezmeni vobec a uhlenie
bude analogické.

7 nécrtov alebo rysovania si mozeme vSimnut, Ze tvrdenie nielenze plati, ale kruznica so
stredom v P prechadzajiuca bodom A sa dokonca dotyka priamky BC v bode D. Ak tomuto
uverime, lahko si rozmyslime, Ze aby sme sa zbavili kruznice, sta¢i ndm dokdzat postacujicu
podmienku nasho tvrdenia a to, Ze trojuholnik ADP je rovnoramenny a PD je kolmé na BC.

Ozna¢me si E taky bod na polpriamke opa¢nej k AB, aby platilo |AE| = |AC|. Potom
zrejme ACE je rovnoramenny. Nakolko priamka kolmd na os uhla <BAC (v naSom pripade
AD) je osou vonkajsieho uhla (v nasom pripade <CAF). Preto je priamka AM osou tsecky
EC. Z toho vyplyva, ze aj trojuholnik CME je rovnoramenny.

Nasleduje trocha uhlenia: |[<BAD| = a/2 = |<AEC], ak ozna¢ime uhly v trojuholniku ABC
klasicky. Z toho vyplyva AD|EC. Dalej |<BAO| = 90 — v, ¢o sa lahko vyuhli vyuzijac fakt,
ze O je stred kruznice opisanej ABC. |[<ADC| = 180 — v — /2 (trividlne) a po doplneni na
360 stupiiov v $tvoruholniku DCMA méme |[<AMC| = v + «/2. Potom zo zrejmych dévodov
|[<CEM| =90 — v — a/2 a teda uhol <AEM m4 velkost 90 — v — a/2 4+ a/2 = 90 — . Teda aj
priamky AO a EM st rovnobezné.

Z toho priamo vyplyvaji podobnosti trojuholnikov BAD a BEC a trojuholnikov BAP a

BEM. Z tychto podobnosti zasa vyplyvaji rovnosti pomerov: % = ||§ﬁ“ a tiez ‘lgg‘l = %.
Vidime teda, ze % = %, To ale implikuje podobnost trojuholnikov BPD a BMC, teda

skuto¢ne PD 1 BC.

Rovnoramennost trojuholnika APD je teraz jasna z faktu, ze vhladom k rovnobeznosti
vSetkych jeho stran so stranami trojuholnika EMC' a vhodnej polohe st tieto dva trojuholniky
rovnolahlé (a teda podobné) so stredom rovnolahlosti v B.

Tym sme hotovi.

B
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Pozndmky opravovatela. Mnohi z vés si pomohli dokreslenim Svrékovho bodu pre bod A.
Tento postup som povazoval za reduntantny a preto som vzordk uviedol bez tohto pocinu.
Zaroven sa chcem touto cestou osobne ospravedlnit za nedostatok v zadani, kedze sme mali
v tlohe ten patologicky pripad s pravym uhlom pri vrchole C. Body za nepovS§imnutie alebo
nespomenutie tohto Specidlneho pripadu som sa rozhodol nestrhavat, hoci formalne sa jedna o
nedostatoénu diskusiu. (Peter ,, Pedro“ Stkenik)

Uloha N2. Majme polyném p s celo¢iselnymi koeficientami taky, %e rovnica p(z) = 2™ ma
celociselné riesenie pre vsetky prirodzené n. Ukazte, Ze p je linearny.
Riesenie. V naSom rieSeniu budeme pouzivat pojem limity. Pre sledovani rieSenia stac¢i intu-
itivny nahlad ,limita je, ked sa to k tomu ¢im dal viacej blizi“.

Nech p(z) = amz™ + -+ a1x + ao a zn, € Z, ze p(zn) = 2". Z toho, ze p(zn1) # p(Tn2)
pre ni # ng, je jasné, ze limp o0 |Zn| = 0.

Kedze P(z)) = 2%, mame

_ omtn _ p($m+n) _ x,T+m ) am + amfl/xm+n + ...+ aO/x%+n

2m = =
2n p(zn) o am + am—1/Tn + ... +ao/TP
Kedze limy— o0 am + @Gm—1/Tm+n + ... + ao/mern = am, mame lim,_— o0 % = 2. Oznaéme
2y = e

Teraz sa pozrieme na vyraz p(Tm+n) — p(2xy). Ten modzeme vyjadrit dvema spdsobmi. Za
prvé ako

(@mtn—20n)- (am(@pin +-- 42772l b ama @+ 4272 4t a).

Za druhé ako
2" p(xn) — p(2zn) = amflx?_1(2m — 2m_1) + am,gx?_Q(Zm - 2m_2) +Farzn (2™ —2).
Z tohto méame

A1z E™ —2m=1) 4 gz, (27— 2)

lim (x —2zp) = lim
n—>oo( ntm n) n—oco am(xz;i+...+2m—lz;n*1)+...+al
i am—12""1 4 [Nie¢o s malym stupiiom]
= lim

n=00 g, (271 42272 4 ... 4 2m—1 4 [Nie¢o s malym stupiiom]
am—1(2™m —2m~1)

am(2m—14+2.2m=2 4 ... 4 2m—1

am,12m*1

amm2m—1
am—1

Mam,

Kedze Tp+m — 2o, ma koneénu limitu a je to celé ¢islo, musi od néjakého N dalej byt
konstatni a rovnat se nejakému celému ¢ (dokonce vieme, ze £ = ‘:7’1"’1 , ale to nebude dolezité).
Tedy pre n > N plati xy4+n = 24 + £. Nech ¢ = % a Yr = TN4km — ¢- Pak ypp1 =
NGkt 1ym — € = 22N 1km + £ — 5 = 2(TN4km + q) = 2y Ked definujeme Q(z) = p(z + q),
méme Q € Q[z] a Q(yx) = P(TN1km) = 2V T*™. Polozme R(z) = Q(Z%

0

Plati R(yo) = Q(yo) a ked R(yn) = Q(yn), pak R(ynt1) = R(2yn) = 2" R(yn) =

2mQ(yn) = 2N+(E+Dm — Oy, 11). Tedy Q a R splyvaju na nekoneéne vela bodoch, tedy
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Q = R. Z toho Q(x) = cz™ pre nejaké ¢ € Q. Z toho pak p(z) = c¢(z — ¢)™. To se da prepisat
do tvaru p(z) = XY kde a,b,d,e € Z. Nech d = 2°D, e = 2°E, kde o, f € Ng a 21 D, E
(na to potrebujeme D # 0 # E, ale to je zrejmé). Pak ale pro = € Z je p(x) = 20— B+km . %,
kde k € No, K,L € Z, 2 1 K, L. Ale kazdé 2™ musi jit takto vyjadrit, tedy musi byt m =1 a
jsme hotovi.

(Martin ,,Vodka“ Vodicka)



