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Reseni 5. série

Uloha AS. Dvojice nekonec¢nych posloupnosti celych cisel a1, a2, ... a by, ba, ... spliuje pro
n > 3 vztah

(an - C’«nfl)((ln - an—2) + (bn - bnfl)(bn - bn72) =0.
Ukazte, Ze existuje prirozené k takové, Ze aj = ap42016-
Reseni. Uvazujme posloupnost {Xn}2; bodi v roviné definovanou vztahem X, = (an,bn).
Vsimnéme si, ze (an — an—1,bn — bp— 1) Jsou soufadnice vektoru X,, — X, _1.

Oznaéme skalarni souéin vektori x a y jako (z, y)EPotom se zaddni da piepsat jako (Xn —
Xn—1,Xn — Xp_2)=0.

Protoze pro skalarni soucin plati také vztah (x,y) = |z||y| cos ¢, kde ¢ je Gihel, ktery vektory
x,y sviraji, ¥ikd ndm zadani, ze vektory X, — X,,—1 a X5, — X,—2 jsou na sebe kolmé (pokud
se domluvime, ze nulovy vektor je kolmy na vSechno).

Uvazujme nyni trojahelnik X, X,,—1, X, —2, 0 némz jiz vime, ze ma pravy thel u vrcholu
Xpn. Z Pythagorovy véty dostaneme

|—)(n—1-){n—2|2 = |)(n—)(n—1|2 + |Xan—2‘2
Proto muzeme odhadnout
|Xn—1Xn—2® > [XnXpn_1]?,

pfi¢emz rovnost nastava pravé tehdy, kdyz | X, X,—2| = 0, tedy body X, a X, _2 splyvaji.
Pokud jako d(n) oznaéime | X, Xn—1|?, tak nerovnost fiké, ze d(n) < d(n — 1). Ale protoze
soufadnice bodi jsou celodiselné, tak i druhé mocniny jejich vzdalenosti, tedy d(n), budou
celoCiselné a nezaporné. A jelikoz neexistuje nekoneéné klesajici posloupnost nezépornych celych
CGisel, tak jisté od né&jakého N bude pro vsechna n > N platit d(n) = d(n — 1), tedy bude platit
i rovnost Xp,—2 = Xy, = Xp42 = -+ = Xp42016, @ pokud se rovnaji dva body, tak se rovnaji i
jejich souradnice, tedy an = an+2016, coz jsme chtéli dokazat.
Poznamky opravujiciho. Vzorovym zpusobem vyftesil lohu jen Tomas Koneény. Vsichni os-
tatni si vystacili s algebraickymi Gpravami a odhady, nékteri pékné a strucne, jini. .. méné.
Kdyby vas zajimaly souvislosti mezi algebraickymi a geometrickymi tlohami, muzu jen
doporucit ¢lanek od Johna O’Ferryho dostupny na adrese https://goo.gl/HnRgQV.

(Matéj Konecny)

Uloha N5. Na kruznici lezi n > 2 piirozenych é&isel x1,x2,. .., xn. Necht

Ti—1 + Tit1
ki = 5

T

kde indexy bereme modulo n. Pokud plati, ze pro kazdé i je k; celé cislo, ukazte, ze

n
2n < Z ki < 3n.
i=1

Reseni. Nejpve ukudzeme 2n < Z k;. Na to si sta¢i rozdélit k; na Zi=L 4 % Potom mtizeme
=1 i
sumu preusporiadat na
n

Z 1171+1

i—1 T4 xz-&-l

LSkalarni soucin vektorti x = (x1,22,...,%n) ay = (Y1,%2,.- ., Yn) je definovan jako (x,y) =

2 oie1 Tivi
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kde vSechny indexy uvazujeme modulo i. Z AG nerovnosti vsak vime, ze ¢ + % > 2.

n

Tedy kazdy s¢itanec je alespoii 2, tedy 2n < > k.

i=1
n
Nyni indukci dokdzeme > k; < 3n. Pron =1 je to zfejmé. Pokud n = 2, pak mame ukazat,
i=1
ze pokud na kruznici lezi ¢isla a a b splnujici podminky, pak plati 27“ + %b < 6. Kdyz jsousia a
b rovné, je pozadovany soucet roven 4. Jinak necht BUNO b > a. Potom b = 2a (protoze b | 2a),
tedy uvazovany soucet je 5.

Nyni predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n — 1, a dokdzeme jej i pro n.

Pokud jsou vSechna ¢isla na kruznici stejné, je soucet presné 2n. Necht tomu tak neni. Pak
existuje ¢islo, které je ze vSech na kruznici nejvétsi (ne nutné ostfe) a sousedi s mensim éislem
(pokud jdeme dokola po kruznici, nékdy na néj musime narazit).

Necht z, je takové maximalni ¢islo. Potom @y —1 + Tm+1 < 2&m, protoze alesponl jedno z
Cisel je ostfe mensi nez x,, a druhé je nejvyse . ProtoZze ovéem T |Tm—1 + Tm+1, vyplyva z
toho vztah xy—1 + Tm+1 = Tm.

Co se stane, kdyz z kruznice odebereme x,,? Vétsina k; se zachova, krom kn,—1, km @ k1.
Cislo ky, = 1 ze sou¢tu zcela zmizi. Cislo

Im—2 + Tm Im—2 + Tm—1+ Tm+1 Tm—2 + Tm+1
kmfl = = = +1

Tm—1 Tm—1 Tm—1

se zméni na
Tm—2 + Tm+1
Tm—1 ’

takze se zmensi o jednicku. To samé se da Fict o ky,+1. Specidlné z toho plyne, Ze zustanou cel4,
takze miuzeme vyuzit indukéi predpoklad. Takovéto rozmisténi ¢isel na kruznici dava pozadovany
soucet mensi nez 3(n — 1). ProtoZe je tento soucet ovéem roven »_ 7 ; k; — 3 (protoze km+1 se
zmensi o jedna a kmy = 1 zanikne), je Y7 ; k; < 3n, coz jsme chtéli.
Pozndmky opravujictho. Uloha to bylo jednoduchd, hodné z vés ji mélo spravné. Tém, ktefi
dokazali pouze dolni odhad, tak jsem dal jen jeden bod, protoze to byla vyrazné lehci cast celé
ulohy.

Povsimnéte si, Ze prvni ¢ast tlohy vibec nebylo tieba fesit zvlast - z druhé ¢asti vlasné
plyne, ze soucet je bud 2n, nebo o tfi vice nez to v indukénim pfedpokladu, z ¢ehoz lehce plyne
i prvni ¢ést. (Kuba Svoboda)

Uloha G5. V trojuhelniku ABC le#i body D a E na strandch AB, resp. AC tak, ze |DB| =
|BC| = |CE|. Necht F je prise¢ik BE a CD. Necht I je stfed kruznice vepsané trojihelnika
ABC, H je ortocentrum trojuhelnika DEF a M je stied oblouku BAC. Ukazte, ze I, H a M
lezi na jedné piimce.

Reseni. Na zacatek si uvédomme, ze trojihelniky DBC a BCE jsou rovnoramenné. TakZe osa
Ghla u hlavniho vrcholu v nich splyva s vyskou. Z toho plyne, ze BI, resp. C1, je kolméa na CD,
resp. BE. Tudiz I je ortocentrum trojahelnika BF'C.

Necht ki, resp. k2, je kruznice nad primérem CFE, resp. BD. Necht X, resp. Y, je priisecik
BI, resp. CI, s CD, resp. BE. Potom z Thaletovy véty je BCXY tétivovy ¢tyiuhelnik. Takze
z mocnosti plyne |IB||IX| = |IC||IY|. To znamen4, ze I mé stejnou mocnost ke ko jako ke k.
Analogicky se ukaze, ze H ma ke k; stejnou mocnost jako ke ka. Takze I H je chordala k; a ks.

Takze nam staci dokazat, ze M mé ke ki1 i k2 stejnou mocnost. Oznacme si jejich stiedy
jako S1 a Sa. ProtoZze obé maji polomér rovny |BC‘, sta¢i dokézat, ze |[MS1| = |M Sz| (protoze
mocnost je rozdil druhych mocnin vzdalenosti ke stfedu a poloméru).

2




5.ro¢nik, 2015 /2016 Mezinarodni korespondedni seminar :KS

Vsimnéme si, Zze z obvodovych ahld je |[ZMCE| = |ZMBD)|. Navic z toho, ze M je stied
oblouku BAC plyne |MC| = |MB|. Kdyz k tomu jesté pfipojime fakt, ze |CE| = |BD|,
dostavame z véty sus shodnost trojuhelniki M CE a MBD. Protoze MS1 a MS> jsou v nich
sobé prislusejici téznice, dostavame |MS1| = |M Sz|, coz jsme chtéli.

Pozndmky opravujictho. Uloha byla t&28i, ale nikoliv nezdolatelna. Piestoze na vzorové feseni
pomoci mocnosti nikdo neptisel, t¥i Fesitelé nalezli zpusob, jak tlohu vyfesit stejnolehlosti - dva
z nich tim, Ze si dokreslili Svrékovy body Sp a Sc a ukdzali, ze MSpISc je rovnobéznik.

(Rado Svarc)

Uloha C5. Necht k > 2 an > k—1 jsou dana prirozena cisla. Rado a Matéj hraji hru.
Na zacatku Rado na tabuli napise za sebou n celych cisel. Matéj miize v kazdém kroku zvolit
libovolné dlouhy souvisly blok za sebou jdoucich ¢isel (klidné muze i vSechna, nebo naopak jenom
jedno). Rado pak bud’ vsechna ¢isla v tomto bloku zvysi o jedni¢ku, nebo vSechna o jednicku
snizi. Matéj vyhraje, pokud se na tabuli objevi alesponn n — k + 2 cisel délitelnych k. Ukazte, ze
Matéj umi vyhrat v konecném poctu krokti.

Reseni. Namisto samotnych ¢isel si na tabuli v celém FeSeni budeme piredstavovat pouze jejich
zbytky modulo k. P¥i tomto pohledu je cilem Matéje vynulovat vSechna az na k — 2 Cisel.

Matéjova strategie muze vypadat treba takto: V kazdém kroku najde posledni nenulové
&islo y na pozici j a néasledné (k — y)-té nenulové ¢islo (od zacatku) z na pozici i. Pak zvoli
blok pocinajici pozici ¢ a konéici pozici j vCetné. Poznamenejme, ze pokud Matéj jesté nevyhral,
tak je stale na tabuli alespon k£ — 1 nenulovych ¢isel, z nichz vSechna jsou rovna nejvyse k — 1
(protoze jsou to zbytky). Z toho plyne, Ze popsana éisla y, « vzdy najde.

Zbyva ukazat, pro¢ touto strategii vyhraje, tedy pro¢ Rado proti takové strategii nemuze
hru zacyklit. K tomu sta¢i usporfadat vSechny mozné stavy hry (tj. n-tice ¢isel na tabuli) tak,
aby se kazdym tahem situace pro Matéje zlepsila. Moznych stavi je jenom kone¢né mnoho,
takze hra bude muset né€kdy skoncit a jedina prilezitost k tomu je Matéjova vyhra.

Primarnim kritériem je pozice j posledniho nenulového ¢isla — ¢im mensi, tim lepsi. Matéj
nikdy nepouziva pozice za poslednim nenulovym cislem, takze Rado nemiize pozici posledniho
nenulového ¢isla zvysit.
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Sekundarni kritérium je nasledujici. Uvazme opét pozice i, j a Cisla z, y jako v druhém
odstavci. Na vSech pozicich za i nevéetné si predstavime ¢islici 0 a pre¢teme celou tabuli jako
¢islo v soustavé o zdkladu k. Tomuto ¢islu budeme fikat hodnota stavu a ¢im je mensi, tim je
situace pro Matéje lepsi.

Situace se pro Matéje stale zlepSuje. Pokud Rado snizi Matéjem predepsany blok a nevynu-
luje ¢islo y, pak snizovana cifra = na ptvodni pozici i je ta nejvice vlevo, ktera se zménila, takze
se snizi celkova hodnota pozice.

Naopak, kdyz Rado blok zvysi (a nevynuluje y), tak bude nova pozice 7 vice nalevo a tak
bude hodnota celé pozice bude opét nizsi.

Piiklad: Necht k =3, n =15

17 27 07 27 1]7

y=1k—y=2.
1,24,0,2,15,

x = 2, hodnota pozice= 120003y = 135, Matéj nabizi tsek i az j v€etné, Rado zvysi:
1’ 07 17 Oa 2]7

y=2,k—y=1.
1;,0,1,0,2;,

z = 1, hodnota pozice= 100003y = 81, Maté] nabizi tsek i az j v€etné, Rado snizi:
Oa 27 07 2a 1]7

y=1k—y=2.
0,2,0,2,14,

hodnota pozice= 020003y = 54, Maté] nabizi tsek i az j vetné, ...

Pozndmky opravujictho. Ulohu vyfesil pouze Filip Bialas s trochu slozitéjsi strategii, kde se
rozhodl na stfidacku rozlisit, zda chce danou ¢islici dostat na nulu ,,spodem“ nebo ,vrchem“.
Pfi odmysleni této rozvernosti ma stejny postup jako vzorové reseni.

Pak uz se odvazil néco poslat pouze jeden fesSitel s fesenim pro k = 3, za coz byl odménén
jednim bodem. Je trochu skoda, Ze vas ji neposlalo vic. Vzdyt to byla tloha vyloZené hravé.

(Mirek OIsék)



