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RieSenia 4. série

Uloha N4. Néjdite vsetky polynémy P s celoé¢iselnymi koeficientami také, Ze pre lubovolné
prirodzené ¢isla a, b je P(a) — P(b) ndsobkom ¢isla a + b.

Riesenie. Nech P je polyném s celoéiselnymi koeficientami. Nech F je polyném, ktory pozostava
z ¢lenov parneho stupna polynému P. Nech O je polyném, ktory pozostava z ¢lenov neparneho
stupnia polynému P. Plati teda

P(z) = E(z) + O(x)
E(z) = E(—x)
O(z) = O(—x)
Nech a,b € N a pozrime sa na situiaciu modulo a + b.
P(a) — P(b) = P(—b) — P(b) = —20(—=b) (mod a+1b)

Teda ak O je nulovy tak P riesi nasu ulohu, lebo chcem aby tato kongruencia bola 0. V opa¢nom
pripade ak si fixneme b a za a dosadime 2|O(b)| + 1 tak pre vSetky b plati, ze 0 = —20(b)
(mod 2|O(b)| +1+b) . Co nadm dava , ze 2|O(b)| + 1+ b | —20(b), pre vietky b ale Iahko vidno,
ze 2|0(b)| + 1 + b je v absolutnej hodnote viac nez —20(b). Teda nutne O(b) = 0 pre vSetky
b € N. Z ¢oho plynie, #e podmienky zo zadania spliiaji tie polynémy, ktorjch vietky cleny st
parneho stupna.

(Michal Pecho)

Uloha C4. Je dané prirodzené ¢islo n > 3 a konvexny n-uholnik M. Uvazujme ofarbenie
vrcholov M tromi farbami. Trojfarebnym trojuholnikom rozumieme trojuholnik, ktorého vrcholy
st vrcholy M a ktoré maju navzajom rézne farby. Prislusné ofarbenie vrcholov M nazveme
pekné, pokial kazdy bod vnutri M zirover lezi v nejakom trojfarebnom tro, juholm’kuEI Ozna¢me
pn pocet peknych ofarbeni konvexného n-uholnika. Dokézte, Ze p, nezavisi na konkrétnej volbe
n-uholnika M a Ze pre n > 3 plati

Pn+2 = Pn+1 + 2pn + 6.

Riesenie. My ukazeme, ze obarveni je pékné pravé tehdy, kdyz obsahuje vSechny 3 barvy a
zadné dva sousedni vrcholy nejsou obarveny stejnou barvou. Pokud by néjaké dva sousedni vr-
choly A a B mély stejnou barvu, tak si jako A’ # B ozna&ime souseda A a B’ # A souseda
B. Potom ale body trojuhelniku ohrani¢eného pfimkami AB, A’B a AB’ jsou pouze v troju-
helnicich, co maji dva ze svych vrcholi A a B. Tyto trojuhelniky ale nejsou trojbarevné, takze
mame Spor.

Zjevné obarveni, které nepouziva vSechny 3 barvy, neni pékné. Indukci ukédzeme, ze pokud
jsou v obarveni vSechny 3 barvy a zadné dva sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu, tak je
obarveni pékné. Pro n = 3 toto zjevné plati a pfedpokladejme, ze tvrzeni uz mame dokazané
pro k-thelniky. Nyni ho dokdzeme pro (k + 1)-thelniky. Protoze obarveni obsahuje vSechny 3
barvy a zaddné dva sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu, tak musi existovat trojice za sebou
jdoucich vrcholu A, B, C, ktera obsahuje vSechny 3 barvy. Odstranénim vrcholu B ziskdme k-
thelnik, ktery nema dvojici sousednich vrcholu stejné obarvenou. Pokud obsahuje stédle vSsechny
3 barvy, tak z indukéniho predpokladu jsou vSechny body uvnitf tohoto mnohothelniku uvnit¥
néjakého trojbarevného trojuhelniku. Zaroven ale body uvnitt odstranéného trojuhelniku ABC

1Je dovolené aj to, aby lezal len na obvode trojfarebného trojuholnika.
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jsou uvnit¥ pravé tohoto trojbarevného trojuhelniku ABC, tedy i pivodni (k + 1)-uhelnik byl
pékné obarven.

Jesté se mohlo stat, ze po odstranéni bodu B nam vznikne k-thelnik, ktery obsahuje pouze
2 barvy a jimi obarven ”na st¥idac¢ku”. Pak ale mizeme puvodni (k+ 1)-uhelnik rozdélit na troj-
barevné trojuhelniky nasledovné. Kazdy trojuhelnik bude mit jeden z vrcholi B a zaroven bude
obsahovat hranu sousedicich vrcholi neobsahujicich B. Tim nam vznikne dokonce triangulace
naSeho (k + 1)-thelniku sloZena pouze z trojbarevnych trojthelniki, tedy tento (k + 1)-thelnik
nase tvrzeni spliuje.

Vsimnéme si, Ze nase podminka nezavisi na volbé konkrétniho n-tthelniku. Sta¢i nam uz
tedy pouze ukdzat rekurenci pn42 = pn+1 + 2pn + 6. Vezméme si libovolny (n + 2)-thelnik a
jeho pékna obarveni. Vyberme si jeden jeho vrchol X. Tento vrchol miizeme odstranit, ¢imz
ziskdme néjaky (n + 1)-thelnik a jeho obarveni. Pokud je toto obarveni p&kné, tak uz mame
pfesné urcenou barvu vrcholu X diky podmince, Ze zadné dva sousedni vrcholy nemohou mit
v pékném obarveni stejnou barvu. Takovychto obarveni je presné p, 1, protoze k libovolnému
obarveni vzniklého (n 4 1)-thelniku umime p¥idat bod X.

Vznikly (n + 1)-thelnik ale nemusi byt obarveny pékné. Mohlo se to stit dvéma rtznymi
zpusoby. Odstranény vrchol X mohl byt jediny své barvy nebo vrcholy sousedici s X maji stejnou
barvu. Nejprve se podivejme na to, co kdyz (n + 1)-tthelnik stale obsahuje vsechny barvy, akorat
ma ted dva sousedici vrcholy stejné barvy. Jeden z téchto vrcholtt mizeme odstranit. Tim nam
vznikne n-thelnik, ktery obsahuje vsechny 3 barvy a zaroven méa sousedni vrcholy razné barvy,
tedy je pékné obarveny. Téchto péknych obarveni je p,. Druhy odstranény vrchol ma pevné
ur¢enou barvu, ale vrcholu X mutzeme pfifadit jednu ze dvou barev. Mame tak celkem 2py,
péknych obarveni tohoto druhu.

Nakonec se tedy jesté mohlo stat, ze (n+ 1)-tthelnik obsahuje uz pouze 2 barvy. V ptivodnim
(n 4 2)-thelniku mél tedy X néjakou barvu a zbylé vrcholy byly opét "na stf¥idacku” obarveny
zbylymi dvéma barvami. Na barvu X mame 3 moznosti a pro kazdou volbu barvy X mame dvé
moznosti, jak obarvit zbytek (n + 2)-thelniku, tedy méame 6 moznosti.

Dohromady tak mame opravdu py+2 = pn+1 + 2pn + 6, jak jsme chtéli ukazat.

(Petr Hladik)

Uloha A4. Je dané prirodzené ¢&islo n > 2 a redlne ¢isla 1 < a1 < az < -+ < an, spliajtce
a; + -+ ap = 2n. Pre kazdé i = 1,...,n potom oznacme cislo b; = a1 - a2 - - - a;. Dokazte, ze
plati

bn—1+bn—2++b1+2§bn

Riesenie. V obou uvedenych feSenich relaxujeme podminku ze zadédnina 1 < a1 < --- < ap,
tedy povolime a1 = a2 = --- = a = 1. Ukazeme pak, Ze rovnost nastane pro a; = ag = --- =
an =2aproa; =azx=:-+=an—1 = l,an =n-+ 1.

V prvnim feseni budeme postupovat indukci podle ¢isla n > 2. Nejprve vyfesme zakladni
krok pro n = 2, tedy pro ¢isla 1 < a; < a2 splnujici a1 4+ a2 = 4 ukdZzeme nerovnost

a1 +2 < ajas.
Vyjadiime a2 = 4 — a; a dosadime
ajag = a1(4 — al) > a1 +2 < (a1 — 1)(2 — 0«1) > 0.

Posledni uvedena nerovnost plati, protoze dle zadaného uspotfadani je az > 2 a tedy a; < 2.
Rovnost tedy nastane pro (a1, a2) = (2,2) a (a1,a3) = (1, 3).

Piesunme se k indukénimu kroku. Dejme tomu, Ze pro libovolnou n-tici ¢isel a; spliujicich
zadani plati dokazovand nerovnost. Uvazme pak libovolnou (n + 1)-tici a1, ..., an4+1 spliujici
zadani pro n 4+ 1. Chceme ukazat, ze plati

?
bn+bn71+"'+b1+2§bn+l-
2



12. roénik, 2022/2023 Medzinarodny koreSpondec¢ny seminar iKS

Nyni sestrojime z ¢isel aq,...,an4+1 novou posloupnost o n ¢lenech spliujici podminky ze
zadani tak, aby co nejvyse b; bylo mezi dvéma posloupnostmi stejnych. PoloZme proto ¢; = a,
c2 =4ag, "+, Cp—1 = Ap—1 & Cp = An + Gp4+1 — 2 a oznacme d; = c1 - c2---¢;. Poté d; = b;
pro kazdé ¢ € {1,...,n — 1}. UkdZeme nyni, Ze posloupnost c1,c2,...,cn spliiuje podminky ze
zadani.

Nejprve jelikoz an 41 je ze vSech a; vibec nejvyssi, tak vzhledem k podmince a1+ - -+an+1 =
2(n + 1) plati nerovnost a,+1 > 2. Proto plati

Cn :an+an+1_22an >ap—1=Cp—1>Cp—22>--->c1 > 1.
Dale soucet ¢; je roven ¢1 +c2+ -+ cn = a1 +a2+ -+ an + apt1 — 2 = 2n. Pro
posloupnost ¢, c2, ..., cn, proto plati dle indukéniho predpokladu nerovnost
dn-1+dp—o+ - +di +2<dn.

Tuto nerovnost si zapiSeme v fe¢i a; a b;
bn—1+bp_2+---+b1+2 < dn = bnfl(an + an+1 — 2)7
bn +bp—1+bpo2+---+b1+2< bn71(2an + ant1 — 2)~
Kone¢né, ukidzeme, ze prava strana nerovnosti je nejvyse rovna b,y1. Plati a, > 1 a jiz dfive
bylo osvétlené a1 > 2, takze
0< bnfl(an - 1)(an+1 - 2) — bnfl(Zan + ant1 — 2) <bpn—1anan+1 = bnt1,
plati proto
bn +bp_1+bp_2+--+b1 +2<bp_1(2an + ant1 —2) < bpt1.

Jsme tedy hotovi. Rovnost nastane bud pro a, = 1 a nebo a,+1 = 2, tyto dvé moznosti diky
1<a; <--- < apt1 vedou na (n + 1)-tice (1,1,--- ,n+ 2), resp. (2,2,---,2).

Jin€ teseni. Diky podmince 1 < a; < a2 < --- < ap platii b <bs < --- < by. Tyto Fetézce

nerovnosti motivuji pouzit permutacni nerovnost, resp. jeji dusledek Chebyshevovu nerovnost,
kterd pro dvé usporadané posloupnosti z1 < a2 <--- < zp ay <y2 <--- < yp tvrdi

n(xiyr + -+ Tuyn) > (@1 4+ 20) (Y1 + - + yn).
Rovnost nastane pokud plati bud z1 =x2 =--- =z, aneboy; =yz = -+ = yp.

Tuto nerovnost pouzijeme pro 1 = 1 a &; = b;_1 pro i € {2,...,n}. Abychom na obou
stranach ziskali prvky tvaru b;, polozime y; = a;, poté pro kazdé i plati z;y; = b;, tedy

n(by +be+---4+bp) > (1+br+---+bu-1)(ar+---+an) =201+ by +--- 4+ bp—1).
Po déleni n a preusporddani ziskdme dokazovanou nerovnost. Rovnost nastane ve dvou pri-
padech — jeden je a1 = a2 = -+ = ap, = 2 adruhy 1 = by = --- = by_1, cOZ znamena
(a1,a2,...,an—1,an) = (1,1,...,1,n+1).

Pozndmky opravovatela. Vétsina spravnych feseni postupovala jednim z uvedenych postupt.
(Zdenék Pezlar)

Uloha G4. Je dané prirodzené ¢islo n > 5 a n-uholnik A1 Az ... A, v rovine, ktorému je mozné
opisat kruznicu a zaroveri aj vpisat kruznicu. Dalej oznacme B; priesecnik priamok A;_1A; a
A;+1Ai4o (pri ¢islovani vrcholov uvazujeme Ag = An, Ant1 = A1 a pod.). Dokézte, ze existuje
kruznica, ktord sa dotyka vsetkych kruznic opisanych trojuholnikom B;A;A;41.

Riesenie. Stfed kruznice opsané zadanému n-thelniku oznac¢ime O, stfed kruznice vepsané
ozna¢ime I. Dale stied kruznice opsané a B;-Svrékiiv bod trojihelniku A;B;A;11 postupné
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oznacime O; a S;. Potom vSechny t¥i body O;, S; a O lezi na jedné piimce, totiz ose A;A;11, pro
vSechna ¢. Tedy kruznice se stfedem O a polomérem |O.S;| se dotyka kruznice opsané A; B; A;y1,

nebot pak S; lezi na obou téchto kruznicich. Nagim cilem proto bude dokézat, ze |0.S;| = |OS;|
pro 1 < 4,5 < n. K tomu nam stac¢i dokazat, ze |OS;| = |OS;+1]| pro kazdé ¢, protoze pak indukei
snadno dokazeme |OS;| = |OS;| pro libovolna ¢ a j.

Ozna¢me T; bod dotyku kruznice vepsané mnohouhelniku a jeho strany A;A; 1. Protoze
I je stfed této kruznice vepsané, je trojuhelnik 7317541 rovnoramenny se zdkladnou T;7T;41, 1
lezi na ose tthlu AiAi+1Ai+2 a T;T;41 je na tuto osu kolma.

Chceme dokézat, ze S;OS;41 je rovnoramenny. K tomu staci, aby byl podobny trojthel-
niku 7315541, coz dokdzeme pomoci toho, ze odpovidajici strany téchto dvou trojihelniku jsou
rovnobézné.

Protoze O i S; lezi na ose A;A;41, je OS; L A;A;41. Také IT; L A;Aiv1, tedy OS; || IT;.
Obdobné dokéieme, ze ITZ'+1 1 Ai+1Ai+2.

Zbyvé dokazat, ze T;T;41 je rovnobézné s S;S;41. Uvédomime si, Ze I je bud st¥ed kruZnice
vepsané nebo B;-piipsané trojuhelniku A; B;A;4+1. V obou pfipadech I lezi na kruznici se stie-
dem S;, na niz lezi A; a A;y1. Tudiz S; lezi na osach tsecek IA; a IA;11. Tim padem S; 1 S;41
lezi na ose A;411. Protoze A;y11 je osa Ghlu A;A;11A;42, je na ni kolma usecka T;T;1 1. Tedy
TiTit1 || SiSi+1, presné jak jsme chtéli.

Timto jsme dokazali, ze |OS;| = |OS;+1], tedy existuje kruznice s stfedem O prochazejici
S; pro vSechna i. Tato kruznice se bude dotykat kruznic opsanych A;B;A; 1, coz je pfesné to,
co jsme chtéli.

Pozndmky opravovatela. Druhy mozny postup byl invertovat podle kruznice vepsané. Tato
inverze totiz mé nékolik zajimavych vlastnosti. Bod B; se zobrazi na T; definovany vyse, body
A; se zobrazi na stied T;T;41. Nésledné se vyuzije toho, ze polomér Feuerbachovy kruznice je
polovi¢éni oproti poloméru kruznice opsané, ¢imz se situace zna¢né zpiehledni. Avsak pfesto byl
tento postup slozitéjsi nez ten popsany ve vzorovém reSeni, a tak se do néj také pustila mensina
Fesiteld. (Majda Misinova)



