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ResSeni 3. série

Uloha G3. Necht w,w, jsou postupné kruznice opsand a kruznice pfipsané strané BC v troju-
helniku ABC'. Spole¢né teény w,w, protinaji piimku BC v bodech P, Q. Dokazte, ze |<PAB| =
|<CAQ)|.

Reseni. Nech dotyénice ku kruznici w prechiadzajice cez P a @ sa jej v bodoch P’ a Q’; nech
S je stred oblika BC a I je stred wq. KedZze doty¢nica k w v bode S je rovnobezna s BC,
tak mame, Ze priamka P’S je rovnobeznd s vonkajSou osou uhla Z/BPP’. KedZe w, a sa dotyka
priamok BC a PP’, vieme, ze PI, je vonkajsou osou uhla ZBPP’. Teda P'L || PI4. Teraz
ukazeme, ze Stvoruholnik PP’ AT 4 je tetivovy (a teda aj QQ’Al4), ¢o plynie z predchadzajiceho
pozorovania o rovnobezkach:

APP'A=4AP'LA = APIsA.

Napokon,
APAIj, = £PP'IT4 = LI12Q'Q = £I4AQ,

¢im sme hotovi.
(Adam Dzavoronok)

Uloha C3. Kazdé policko miizky n X n je obarveno jednou z n + 1 barev. Poli¢ko je riiznorodé,
pokud se dohromady v jeho fadku a sloupci vyskytuje kazda barva alespon jednou. Urcete
maximalni mozny pocet ruznorodych policek.

Reseni. Nech f(n) zna¢i maximalny pocet réznorodych policok. Ukazeme, ze plati f(n) =
max{n? —n,n? — 4} resp. f(n) =n? —4pren >4, f(1) =1, f(2) =2, f(3) = 6.

Pre spor predpokladajme, Ze f(n) > max{n? — (n — 1),n% — 3} pre nejaké n. Pokial by
nejakou farbou bolo ofarbenych menej ako n — 1 policok, mali by sme dva stipce a dva riadky,
kde tato farba nie je. Na Styroch prienikoch by sme mali neréznorodé policka, ¢o je v spore
s tym, ze f(n) > n? — 3. Preto je z kazdej farby ofarbenych aspoii n — 1 policok, a kedze
(n—1)(n+ 1) = n? — 1, tak nutne mame n polidok z jednej farby a n — 1 poli¢ok z ostatnych
farieb - oznac¢me si tato farbu A.

Z nerovnosti f(n) > n2 — (n— 1) dostavame, 7e existuje riadok R a stipec S, ktoré obsahujt
iba réznorodé poli¢ka. Kedze v riadkoch a stlpcoch je menej poli¢ok nez kolko je farieb, tak aj
R a S neobsahuju jednu z farieb. Pokial by to bola rovnaka farba, policko v ich prieniku by
nemohlo byt réznorodé. Bez ujmy na vSeobecnosti, vieme predpokladat, Zze R neobsahuje farbu
B, ktora je rézna od A. Z farby B ale mame iba n — 1 poli¢ok, teda existuje stipec S’, ktory
ju neobsahuje. Na prieniku R a S’ je teda neréznorodé poli¢ko, ¢o je spor s tym, Ze riadok bol
réznorody. Tym sme dosli ku sporu, teda f(n) < max{n? —n,n? —4}.

Uz staci len najst konstrukciu. Pre n < 4 je max{n2 —n,n? —4} = n? —n, teda potrebujeme
konstrukciu na n? — n. Na to staéi umiestnit (n 4 1)-via farbu do vsetkych poli¢ok v spodnom
riadku a zvysok ofarbif tak, ze policka v i-tom stipci budt mat farbu i. Poli¢ka mimo posledného
riadku budii vo svojom riadku obsahovat n farieb a ti poslednti budi maf vo svojom stipci.
Preto vietkych n? — n poli¢ok bude réznorodych.

Pre n > 4 treba najst konstrukciu na n? — 4. Uvazujme (n — 2) X (n — 2) $tvorec tplne vlavo
hore tabulky. Ten vyfarbime n — 2 farbami tak, aby kazdy riadok aj kazdy stlpec obsahoval
kazdu farbu. To sa da spravit napriklad tak, ze ofarbime i-tu uhlopriecku modulo n — 2 farbou
i. Stvorec 2 x 2 vpravo dole ofarbime za radom farbami n,n + 1,n,n + 1. Vo zvysku tabulky
ofarbime predposledny riadok a predposledny stipec farbou n — 1, posledny riadok farbou n a
posledny stipec farbou n + 1. Kazdé policko okrem 2 x 2 $tvorca vpravo dole obsahuje v riadku
alebo stlpci prvych n — 2 farieb. Rovnako farbu n — 1. Farby n a n + 1 st v kazdom stipci resp.
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v kazdom riadku. Teda vsetkych n? — 4 poli¢ok mimo 2 x 2 tvorca vpravo dole tabulky bude
réznorodych
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(Jakub Sosovicka)

Uloha A3. Je d4no kladné celé éislo n, necht D je mnozina vsech kladnych celociselnych délitelii
n. Podmnoziny A, B C D spliuji podminku, Ze pro libovolné a € A a b € B plati, ze a 1 b a

bt a. Ukazte, zZe
VIAT+ VBl < VIDI.

Reseni. Zadefinujme si

V = |J {delitelia a} a W = ] {nasobky a} N D
a€A acA

Dokézeme indukciou na pocte prvociselnych delitelov n, ze |V| - |W| > |A| - |D| , pri¢om pripad
n =1 je trividlny.

Pre indukény krok si vezmime prvoéislo p | n. Pre Iubovolni mnozinu S nech S; = {s €
S | vp(s) = i}. Potom definujme [Vp| > |Vi| > -+ > V] a [Wo| < [Wi| < -+ < |[Wy|. Podla
Chebyshevovej nerovnosti a indukéného predpokladu plati

V- [w| = (Zm) <Z|Wi> > (n+1) [Vl - Wi
=0

=0 =0

n n
> (n+1)> Ay - |Di| =|D| > |Ai| = |A] - D],
i=0 i=0

|D]

kde sme vyuzili, ze |D;| = P

D ¢cislom p.

Nech B je pevné. Mozeme potom predpokladat, ze pre kazdé d € D, ak d ma delitela a
nasobok v A tak potom d € A, kedZe d neméze byt uz v B zo zadanej podmienky. Nasledne
zahrnutim d do A len dokaZeme silnejsiu nerovnost. Potom VNW = A a [VUW| < |D| — |B|,
takze

lebo prvok z D;41 dostanem prenasobenim kazdého prvku z

|D| = |B] + |A| = [V + [W| > 2¢/V[- [W| > 2V/|A] - D],
¢o sa upravi na pozadovany tvar.
(Matej Vasky)

Uloha N3. Najdéte vsechna cela c¢islan > 1 takova, ze 2™ —1 ma presné n kladnych celociselnych
déliteli.

Reseni. Vyriesme najskor pripad, ak n je neparne. Aby malo é&islo 2" —1 neparny pocet delitelov,
muselo by byt Stvorec. AvSak pre n > 2 ma toto ¢islo zvysok —1 = 3 po deleni 4, ale druhé
mocniny maju iba zvysky 0 a 1, takZe sa to moze stat len pre n = 1. Overime, ze n = 1 je naozaj
rieSenim.
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Dalej nech n je parne. Zapisme si n v tvare 2b, kde b je neparne. Potom pomocou vzorca,
a? — b% = (a + b)(a — b) mdzeme opakovane rozlozit

92" 1 = (22" b )22 Ty,
220 1= (22 @ T @2,

920 1 = (22710 1 1)22" T Ly (220 1 1) (22°t - 1)(22% — 1),

Pri prvom rozklade mame zatvorky (22k71b + 1)(22k71b — 1), ktoré majua rozdiel 2, ale obe
su neparne, preto su nesudelitelné. To plati aj pri kazdom rozklade, a ked rozlozime zatvorku
nesudelitelnt s predchddzajicou, tak aj novovzniknuté zatvorky budi nesiidelitelné s tou pred-
chadzajtucou aj medzi sebou (aplikujeme to isté pre k — 1).

Preto vo vysledku mame k + 1 zatvoriek a vSetky st po dvoch nestidelitelné. Pocet delitelov
d(m) je multiplikativny pre nestudelitelné vstupy, teda d(ab) = d(a)d(b), ak a a b st nesudelitelné.
Chceme, aby platilo

k 2kp 2k—1p 2k=2p 21 2% 2%
n=2"%=4d(2° " —-1)=d(2 +1)d(2 —1)...d(2° 4+ 1)d(2 °*+1)d(2 ° —1).
Ak by vsetky éleny na pravej strane boli parne, prava strana by mala v prvociselnom rozklade
aspon k + 1 dvojok, ale lava ich m4 iba k. Takze aby platila rovnost, musi byt niektory ¢len —

pocet delitelov — napravo neparny, a teda jeho argument musi byt druha mocnina.

Uz vieme, Ze zatvorka s minusom (tvaru 2* — 1) je Stvorec iba pre x = 1, teda b = 1. Ak by
bolo k£ > 6, tak je pritomné zatvorka 22° 41 = 4204967297 = 641 - 6700417, ktora ma 4 delitele.
Teda aj tak na pravej strane bude v stcine dvojka navyse, bude viac dvojok ako zatvoriek bez
tej (2! — 1) a rovnost nebude platif. Pre k& < 5 dostdvame riesenia:

e k=1,n=21=222—1=23m4 2! =2 delitelov 1, 3.

o k=2 n=2%2=4 2% —1=15ma 22 = 4 delitelov 1, 3, 5, 15.

e k=3,n=23%=8 2% —1=255m4 2% = 8 delitelov.

o k=4,n=2%=16,2'6 — 1 = 65535 m4 2% = 16 delitelov.

o k=5,n=25=32,2%2 —1=4294967295 m4 25 = 32 delitelov.

Cisla 22’ + 1, ktoré vystupuju v rozklade, st zname ako Fermatove prvocisla. Zndmy ma-
tematik Fermat sa svojho ¢asu domnieval, ze vSetky cisla tohto tvaru si prvocisla, ale ako sme
videli, uz pre j = 5 dostdvame zlozené ¢islo. Kazdé méa dvoch delitelov, preto v sti¢ine na pravej
strane dostavame 2F.

Podme sa teraz pozriet, kedy moze byt zatvorka s plusom (tvaru 2% + 1) Stvorec. Mame

27 41 =92,

2% = g2 — 1,

2" =(y—D(y+1).
Obe zatvorky na pravej strane musia byt mocniny dvoch, ale lisia sa o dva, takZe to musia byt 2 a
4. To ndm déava 2 = 8 a x = 3. Teda jedin4 takato zatvorka, ktor4d modze byt stvorec, je (2203 +1)
pre b = 3. Avsak ak k > 2, je pritomna zatvorka 22° -3 41 = 65 = 5 - 13, ktord ma 4 delitele.
Takze opiit na pravej strane bude v sucine dvojka navyse a rovnost nebude platit. Musime teda
overit k = 1, ¢o nam déva posledné riesenie n = 2! -3 = 6, pre ktoré 26 — 1 =63 =32 .7 ma 6
delitelov 1,3,7,9, 21, 63.

Riesenia tlohy su teda cisla 1,2,4,6, 8,16, 32.

(Michal Stanik)



