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RieSenia 4. série

Uloha C4. Pavel mé orientovany graf G s nekone¢no vrcholmi. Nech pre kazdy vrchol plati,
ze poclet hran z neho vychéadzajicich je vicsi, ako pocet hran do neho vchadzajiacich. O je
fixny vrchol G. Pre Iuvobolné prirodzené éislo n oznac¢me V,, pocet vrcholov, ktoré mézu byt
dosiahnuté z O prechodom cez nanajvysn hran (O sa pocita). Ndjdite najmensiu mozni hodnotu
Va.

Riesenie. Graf G rozdélme do vrstev podle vzdalenosti od O. Ozna¢me L; mnozinu vrchold,
které jsou od O vzdaleny i (nejkratsi cesta z O do kazdého vrcholu U € L; obsahuje ¢ hran). Déle
ukazme, Ze pokud uvdzime mnozinu vrcholtt H, bude z ni vychéazet alespoii |H| hran. Se¢tenim
rozdilti poctu vystupnich a vstupnich hran pfes vSechny vrcholy U € H dostaneme rozdil poctu
hran vychézejicich a vchéazejicich do H. Kazdy vrchol pfida do celkového souétu alespon 1, proto
je rozdil po¢tu hran vychazejicich a vchézejicich do H alesponi |H| a z H tedy vychazi alespon
|H| hran.

Dale budeme postupovat pomoci indukce, pficemz budeme rozliSovat liché a suda n. Ptred-
pokladejme, ze Va; > 42 +2i + 1 a Vaj41 > i2 + 3i + 2 pro viechna 0 < i < k a dokazme to
pro k. Ziejmé Vo > 1 a Vi > 2.

Nejprve suda n. Rozmysleme si, ze vSechny hrany, vychazejici z mnoziny

LoULiU---ULgp_1q,

vedou z vrstvy Loy _1 do vrsty Log. Z indukéniho predpokladu tedy pro pocet hran p, vedouci
mezi vrstvami Log_1 a Lo, musi platit

p>Vop_1 > (k=12 +43k—1)+2=k2+k=k(k+1).

Pritom ale mezi kazdou dvojici vrcholt v danych dvou vrstvach Loy _1, Lok vede nejvyse jedna
hrana, proto |Log_1| - |Log| > p > k(k + 1). Z této podminky zfejmé soucet |Log_1| + |Lok|
nabyva minimalni hodnoty pro {|Lak_1|, |Lar|} = {k, k + 1}, proCez |Lop_1| + |Log| > 2k + 1.
Dostavame V2k = VQk,Q + ‘L2k71| + |L2k| Z k2 + 2k + 1.

Diikaz pro licha n funguje analogicky: mezi vrstvami Loy a Loy musi vést alespon Vay >
k? + 2k + 1 = (k + 1)2 hran, proto |Lox| - |Lags1| > (k + 1)2. Soudet |Log| + |Logi1| je
minimalni pro |Log| = |Lag+1]| = k + 1, takze |Log| + |Logt1| > 2k + 2. Dostavame Vopyq =
Vak—1+ Lokl + | Lagg1| > k? + 3k + 2.

Jesté musime ukézat, ze opravdu existuje graf G, kde Vo, = k2 +2k+1a Voky1 = k24+3k+2.
Vyhovuje graf, ktery ma v (2k)-té a (2k + 1)-té vrstvé k + 1 vrchold (neboli |Log| = |Logt1| =
k + 1) a dvé po sobé jdouci vrstvy vzdy tvofi Gplny bipartitni graf (z kazdého vrcholu U € Ly
vrstvy vede hrana do kazdého vrcholu W € Ly1).

(Peter Stkenik)

Uloha N4. Néjdite vsetky funkcie f : N x N — N, ktoré spliiajii nasledujiice rovnosti:

f(xvx) = (1)
fxy) = fly,z), (2)
(x+y)f(z,y) = yflz,z+y), (3)

pre vsetky usporiadané dvojice (z,y) € N x N.

Riesenie. Pozrime sa na tlohu nasledovne. Chceme zistif hodnotu f(a, b) pre nejaké konkrétne
a, b. Ak a = b, z rovnice (1) mame f(a,a) = a. Dalej ak sa a, b nerovnaji, podla druhej rovnice
je funkcia f symetricka, takze moézeme predpokladat a < b.
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Teraz si v§imnime, ze vdaka rovnici (3) je hodnota funkcie f(a,b) jednoznacne uréenéd podla
funkénych hodnot v mensich argumentoch. Konkrétne, ked zvolime z = a, y = b — a (z, y buda
naozaj prirodzené), dostaneme

bf(a,b—a) = (b—a)f(a,b),

Flab) = bf(a,bfa).

o (4)

Vidime, ze hodnota f(a,b) je jednozna¢ne urcend. Takto isto je kazda hodnota nasej funkcie
jednoznaéne urena. Formélne sa to dokéZze napriklad indukciou podla sté¢tu = + y. Predpokla-
dame, ze f(z,y) je jednoznacne uréené pre vietky x +y < S (Pre S = 3 to zjavne plati). Potom
pre  + y = S mame vo vztahu (4) prava stranu jednozna¢ne urcend, lebo pre f(z,y — x) plati
z+ (y—x) =y < S, takZe aj f(x,y) je jednozna¢ne urcené.

Z toho vyplyva, zZe mozZe existovat najviac jedna funkcia vyhovujiaca zadaniu. Uk4Zzeme, Ze
funkcia nsn(z,y) (najmensi spoloény nasobok) vyhovuje, a teda je jedingym rieSenim. Prvé dve
podmienky zjavne spliia, overime este tretiu. Ozna¢me NSD(z,y) = d, potom x = dX, y = dY,
kde X, Y st nestdelitelné. Dosadme do (3), s vyuzitim, ze X, X + Y st tiez nestdelitelné:

d(X +Y)nsn(dX,dY) = d>(X + Y)XY = dY nsn(dX,d(X +Y))

Pozndmka: Na to, ze ide préave o funkciu nsn(z,y), sa dalo prist bud dosadenim malych
hodnoét a uhddnutim, alebo pomocou vztahov, ktoré sme dostali. Napriklad sme vyjadrili f(a,b)
pomocou f(a,b— a), ¢o sa podoba na Euklidov algoritmus, a teda je prirodzena suvislost s naj-
vaésim spoloénym delitelom. (Tomas Sésik)

Uloha G4. Kruznicew a2 sa pretinaji v bodoch A a B. Nech M je stred obliku AB na kruznici
w (M lezi vo vnutri ). Tetiva M P kruznice w pretina Q v Q (Q lezi vnitri w). Nech £p je
doty¢nicou k w v P a nech g je dotycnicou k Q2 v Q. Dokazte, ze kruznica opisana trojuholniku
vytvorenému priamkai £p, £ a AB sa dotyka Q2 v prdve jednom bode.
Riesente.

Necht (XY Z) zna&i kruznici opsanou trojuhelniku XY Z a p(X, k) mocnost bodu X ke kru-
znici k.

BUNO necht P, Q lezi v téze poloroviné vzhledem ke kolmici na AB skrz bod M jako bod
B (tj. necht jsou P, Q blize k B, nez k A, tak jako v na¢rtku). Priseciky ¢p a g, AB alp, AB
a £g nazvéme po fadé C, D, E. Pfimka PQ nechf protind AB v L a kruznici Q podruhé v F.

Ukazme, ze trojuhelnik LPD je rovnoramenny se zakladnou LP. Jelikoz je M stfedem
kratsiho oblouku AB na w, musi PL, resp. PM byt osou <APB. Z toho vyuzitim tusekového
thlu

|<LPD|=|<BPD|+ |[<LPB| = |<BAP| + |<LPA| = |<DLP|.

Budiz nyni K druhym pruse¢ikem DF s kruznici Q. Postupné ukdzeme, ze K lezi na (CDE)
a je jejim dotykovym bodem s €. Jisté plati

|PDJ? = p(D,w) = |AD| - |BD| = p(D, Q) = |[FD| - |[KD|, (5)
z ¢ehoz “Ilzgll = %, neboli jsou diky sdilenému thlu trojuhelniky PKD a FPD podobné.
Z toho

|«DKP| = |<DPF| = |<DPL| = |[<DLP],

neboli je PDKL tétivovy &tyfahelnik.
Dale z rovnice musi PD byt te¢nou kruznice (FPK). Zaroven diky |PD| = |LD| plati

|FD|-|KD| = |PDJ* = |LD|?,
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neboli je LD te¢nou (FLK). Z toho uz tsekovymi thly plyne
|[<KLE|=|<KLD|=|<«KFL| = |<KFQ| = |<KQE|,
neboli je QEK L tétivovy ¢tyruhelnik. Jenze dohromady také
[<KQC|=|<KQE|=|<KLE| = |<KLD| = |<KPD| = |<KPC|,
neboli je i PCKQ tétivovy.

Ukazme nyni, ze K lezi na (CDE). S vyuzitim v8ech t¥i ziskanych tétivovych &tyfuhelnikt

totiz plati
|[<CKE|=|<CKQ|— |<EKQ| =180° — |[<CPQ| — |[<ELQ| =
= 180° — |<DPL| — |[<DLP| = |<PDL| = 180° — |<CDE|
(K pritom zfejmé lezi v opa¢né poloroviné vzhledem k C'E nez D).

Konecné ukazme, ze (CDE) a Q se dotykaji. K tomu postaci dokdzat, ze maji v K spoleénou
teénu. Z definice K vime, ze F, K, D lezi v jedné pfimce. P¥itom pokud by te¢na k (CDE) v K
svirala s KD tyz thel, jako svira te¢na k Q v K s KF', byly by tyto dva thly vrcholové a zminéné
tecny by tak musely splyvat. K dovrseni ulohy tedy staci dokazat rovnost téchto dvou ahla, které

jsou ale z véty o tsekovém thlu rovny po fadé |[<DCK| a |[<FQK]|. S tétivovymi ¢tyfuhelniky,
které méame k dispozici, uz pak snadno dothlime

|<DCK| = 180° — |<DEK| = |<KEL| = |[<KQL| = |[<KQF|.

Timto je feSeni tlohy hotovo — (CDE) a Q) se nutné musi dotykat v bodé K.
(Akos Zahorsky)

Uloha A4. Existuju také polynémy P,Q so stupriom aspori 2018, ktoré spliaju P(Q(x)) =
3Q(P(z)) + 1 pre vsetky x € R?
RieSenie. Finta je v tom, Ze ak mame nejaké vyhovujuce riesenie [P(z), Q(z)], tak vyhovuju

aj dvojice [P(z), Q(P(x))] a [P(Q(x)), Q(z)]:



Medzindrodny koreSpondec¢ny seminar iKS 4. séria

Predpokladajme, ze pre y € R plati
P(Q(y)) =3Q(P(y)) +1
Dosadenim y = P(z),z € R
P(Q(P(2))) = 3Q(P(P(x))) + 1

Co je presne to, ¢o hladdme. Analogicky pre y = Q() dostaneme druhta dvojicu.

Preto ak ndjdeme nejaki vhodni dvojicu, tak vieme stupen polynémov postupne zvicsovat
kolko chceme. Vhodnou je napriklad kvadraticky a linedrny polyném.

Teraz uz len zafat zuby a dufat Ze nejaké malé polynémy najdeme napriklad dosadenim
vieobecného tvaru a porovnanim koeficientov pri rovnakjch ¢lenoch. Naozaj, pre P(z) = 2z2 4
2z a Q(z) = 3z + 1 uvedend rovnost plati. (Miro Psota)



