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Reseni 5. série
Uloha A5. Nechtn > 2 je kladné celé ¢islo. Pro libovolna kladna cela ¢isla a1, ag, . . ., an dokazte
nerovnost 5 ) ) 9
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Reseni. Ukazeme si, ze pre lubovolné dve kladné celé &isla a, b plati L%J > 2a—b. Kedze 2a—b

2
je celé cislo, staci ukdzat %- > 2a — b. Vieme, ze plati (a — b)? > 0 a jednoduchymi tpravami
dostavame

(a—b)2 >0,
2

2
takze plati {%J > 2a — b. To pouzijeme a dostavame
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¢o sme chceli dokazat. (Zdenék Pezlar)

Uloha N5. Rozhodnéte, pro ktera kladna cela cisla a,b splnujici a > 2b existuje nekonstantni
polynom P(x) s koeficienty z mnoziny {0,1,2,...,b— 1} spliujici P(b) | P(a).
Reseni. Ukazeme, Ze polynom s hledanymi vlastnosti existuje pro viechna kladna celd &isla a, b
spliujici a > 2b a b > 2.

Nejprve vylou¢ime piipad b = 1. Pro néj totiz mnozina {0,1,...,b — 1} obsahuje pouze 0,
tedy jediny polynom s koeficienty z této mnoziny je konstantni polynom P(z) = 0.

Nyni uvazme b > 2. Je zndmo, Ze pro takova b existuje (pozi¢ni) ¢iselnd soustava o zdkladu
b, specificky lze kazdé kladné celé &islo n jednoznaéné vyjadiit jako cmb™ +cm_16™ 14+ +co

pro néjaké kladné celé ¢islo m a koeficienty ¢m, ¢m—1, ..., co z mnoziny {0,1,...,b—1}. Uvazme
takovyto zapis Cisla a—b, tedy ¢islam a ¢, cm—1, - - . , co takova, jak jsou popséana vyse, splnujici

a—b=cmb™ + cm_1b™ "+ +cp.

Uvazme polynom P(z) = ¢ma™ + c¢m—12™ "1 + -+ + co. Vime tedy, ze P(b) = a — b. Tento
polynom je nekonstantni, jelikoz P(b) = a—b > b ze zadané podminky a pro konstantni polynom
P(z) = co je P(b) ¢islo z mnoziny {0,1,...,b—1}.

Je znamo, Ze pro celd ¢isla m, n a polynom @ s celoéiselnymi koeficienty m—n | Q(m)—Q(n).
Proto i P(b) = a—b | P(a) — P(b), a jelikoz zfejmé& P(b) | P(b), plati i P(b) | P(a), jak jsme
chtéli.

Poznamky opravujictho. Dvé tietiny vSech feSeni opomnély pfipad b = 1, pro ktery feseni s
¢iselnou soustavou selhava.
(Michal Janik)

Uloha C5. Necht m < 2024 Jje kladné celé c¢islo. Michal a Matéj hraji hru na tabulce o rozmérech
1 X 2024, jejiz policka jsou ptuvodné bilé barvy. Hraci se stiidaji v tazich a zac¢ina Michal. Kazdy
Michaltiv tah spociva v tom, Ze si vybere libovolnych k < m bilych policek v tabulce a natfe je
vSechna na ¢erno. Nasledné si Matéj ve svém tahu vybere nékolik sousedicich ¢ernych policek a
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pretfe je vSechna na bilo. Jaka je nejmensi hodnota m, pro kterou Michal miize zarucit, ze po
jednom z jeho tahti bude cela tabulka natifena ¢erné?
Reseni.

Ukéazeme, ze hladané m je rovné 88.

Pre m > 88 bude Michal postupovat tak, e si rozdeli poli¢ka na 45 suvislych blokov dizky
44 a medzi kazdymi dvomi blokmi nechd jedno volné policko. Tychto medzier bude teda 44. To
je dokopy 45 - 44 4 44 = 2024 polic¢ok. Bloky budu teda tvorené polickami 1 az 44, 46 az 89, ...,
1981 az 2024.

V prvych niekolkych tahoch si vzdy vyberie 88 policok, ktoré st v niektorom bloku a st biele,
a zafarbi ich na ¢ierno. Mat&] potom prefarbi najviac 44 poli¢ok naspit na bielo, pretoze viac
ich suvislych nebude. Michal vzdy zafarbi viac poli¢ok, ako Matéj odfarbi, preto po koneénom
pocte tahov budu vsetky poli¢ka vnutri blokov biele.

V dalsom tahu Matéj znovu odfarbi najviac 44 poli¢ok. Potom Michal vie zafarbit tychto
44 poli¢ok a 44 medzier medzi blokmi, ¢im zafarbi celt tabulku na &ierno.

Ostéava ukézat, ze pre m < 87 Maté&j vie Michalovi v zafarbeni celej tabulky zabranit. Michal
uréite nevyhra jednym tahom. Matéjova stratégia bude jednoduchi. Po kazdom Michalovom
fahu prefarbi na bielo najdlhsi suvisly tsek ¢iernych policok. Ukazeme, Ze po tomto tahu ostane
asponl 88 bielych poli¢ok, a teda po ziadnom Matéjovom fahu Michal nevyhra, a teda nevyhra
nikdy.

Nech Michal prave dokonéil svoj tah a ostalo b bielych poli¢ok. To znamend, Ze méame
(2024 — b) c¢iernych poli¢ok, ktoré tvoria najviac b+ 1 savislych usekov. Kazdé dva tseky musia
byt oddelené bielym polickom (na kraji nemusia), ale Gsekov moze byt aj menej. Najdlhsi usek
mé preto dlzku d, ktora je rovna aspon priemernej dizke bieleho tiseku:

2024 —b 2 —
q> 0 N 024 b:2025_1.
~ pocet Ciernych usekov ©— b4 1 b+1

Po Matéjovom tahu je pocet bielych policok b + d. S vyuzitim AG-nerovnosti, ktord ndm pre
nezaporné Cisla x = % ay=>b+ 1 hovori, ze x + y > 2,/xy, dostavame:

2025 2025

b+d>b+ —— —1=——+(b+1)—2>2v2025—-2=2-45 -2 =88,
b+1 b+1

teda naozaj ostane aspon 88 bielych poli¢ok, ktoré Michal nevie v jednom svojom tahu zafarbit
(a po dalsom Matéjovom tahu sa situdcia zopakuje).
(Michal Stanik)

Uloha G5. Je din rovnostranny trojihelnik ABC. Najdéte mnozinu bodit P takovych, Ze
mnozina délek {|AP|, |BP], \CP|} jednoznacné urcuje délku strany trojuhelnika ABC, tedy
neexistuje rovnostranny trojuhelnik XY Z jiné délky strany, ktery by spliioval

{|AP},|BP|,|CP|} = {|XP|,[YP|,|ZP|}.

Reseni. Dokazeme, %e hladanou mnozinou bodov je kruznica opisand trojuholniku ABC a jej
stred.

Najprv ukézeme, ze ostatné body nevyhovuju.Nech O je stred kruznice opisanej ABC.
Vezmime si bod P neleziaci na kruznici ani v jej strede a uvazme jeho obraz P’ v kruZnicovej

inverzii podla (ABC). Z prepocitavacieho lemmatu plati ‘?4—1; = % = %1: = %—F;. Nasledne
uvazme rovnolahlost so stredom v O a koeficientom % # 1. TA ndm zobrazi ABC na A’B'C’
(ktory ma int dizku strany) a bod P’ na bod P”. Potom plati A’P"” = AP, B'P" = BP,
C'P"" = CP, &m sme ukazali, Ze body mimo na$ej vytyc¢enej mnoZiny nevyhovuju.

Teraz ukézeme, ze body nasej mnoziny vyhovuju. Bod O a vrcholy trojuholnika trividlne

vyhovujt. Dalej sa zamerajme na zvysné body leziace na kruznici ABC. BUNO nech P lezi na
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kratsom obluku BC. Je zname, ze v pripade rovnostranného trojuholnika bod P lezi na nom
prave vtedy ak |AP| = |BP| + |CP| z Ptoleimaovej nerovnosti. Teraz si v§imnime, ze { BPC =
120°. Teda dlzku trojuholnika vieme vyjadrit jednoznaéne cez kosinusovi vetu pomocou BP a
CP, ¢im sme hotovi. (Adam ,, Dzavo“ Dzavoronok)



