9. ro¢nik, 2019/2020 Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS

ResSeni 1. série

Uloha N1. Danil si chce v zoo koupit tulen, ktery stoji 100! korun. V kapse nasel bankovky
v hodnotach 1!, 2!, ..., 100! korun. Bankovky stejné hodnoty jsou navzajem nerozlisitelné a Danil
Jjich méa od kazdé hodnoty nekone¢né mnoho. Dokazte, Ze umi zaplatit alesponi 100! riznymi
zpusoby. (P#i placeni nezalezi na poradi bankovek.)
Reseni. Ukazme si dva zptisoby, jak tlohu vyfesit.

Resend prvé (matematickou indukci): Dokazme indukci: pro piirozené n > 4 existuje alespoti
n! zplsob1, jak pomoci bankovek v hodnotach 1!, ..., (n — 1)! zaplatit n!. K této formulaci se
nabizi dvé otdzky: Proé¢ jsme vylouéili bankovku n!? Protoze pfida pouze jeden zplisob zaplaceni
a jen by komplikovala indukéni krok. Pro¢ n > 4? Protoze pro n = 3 tvrzeni neplati (ani pokud
povolime bankovku n!).

Nejprve zakladni pfipad, tedy n = 4. Muzeme pouzit a bankovek 3! (a € {0,1,. ..,35 ),
nasledné b bankovek 2! (b € {0,1,. M}) a kone¢né musime doplnit ¢ = M
bankovek 1!. Zpusob, kterym jsme zaplatlh je tak jednoznacné urcen hodnotaml a,b. To dava
celkem

4 12—3a
S>> 1_2 13-3a)=5-13-3-(0+14+2+3+4)=65—30=35>24=4
a=0 b=0 a=0

zpusobu jak zaplatit, takze pro n = 4 tvrzeni plati.
Nyni indukéni krok. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n = k, a ukaZzme, Ze potom plati
ipron =k+1. Plati (k+1)! = k! (k+ 1) a oproti n = k + 1 mlizeme pouzit bankovku k!.

Tu mizeme pouzit a-krat (a € {0, ..., k}), nacez zbude zaplatit jesté né&jaky nenulovy nasobek
Gastky k!. K tomu staci vybrat jeden ze zpusobu, jak zaplatit k! pomoci bankovek 1!, ..., (k—1)!

— téch je z indukéniho predpokladu alespori k! — a pouzit pfislusny podet kopii této hromadky
bankovek. Je k + 1 zptlisobii, jak zvolit a, procez toto vytvoii alespon (k + 1) - k! = (k + 1)!
zplisobll, jak zaplatit (k + 1)!. Je ziejmé, zaddné dva z téchto zplisobli zaplaceni nejsou stejné,
nebot vzdy pouzivaji budto rozdilny pocet bankovek k!, nebo rozdilnou hromadku se sou¢tem
k!

Tvrzeni je timto dokdzano. Vzetim n = 100 je pak tloha vyfeSena (nemusime ani pouzit
bankovku 100!).

Reseni druhé (malymi bankovkams): Prosté spocitAme vsechny moznosti zaplaceni pouze
pomoci bankovek 1!, 2! a 3! — ukéze se, zZe je to vic nez dost. Podobné jako v pfipadé n = 4

v prvém feSeni mizeme pouzit a bankovek 3! (a € {0, ..., 12!0! 1), nasledné b bankovek 2! (b €
{0, ..., W}) a zbytek doplnit bankovkami 1!. To da celkem
100v 100!—a-3! 100! 100'711 31 100' 100! { 100!
2! 3! 100! —a-3!  100!-100! 3! ‘s ( + 1)
S 3 sy 3 a3 Woen o a WL,
a= b=0 a=1 b=1 a=1 ) - :
1 3 1 11 100!)?
> (1002 (== — = ——— ) = (1002 [ — — =} = (1001 > 100!
3121 21 2. (31)2 12 24 24

zplisobt, jak zaplatit. Vyuzivame vztahu > 7, k = w

a zcela zfejmého 100! > 24.
Pozndmky opravujictho. VétsSina feSeni v principu pouzivala jednu ze dvou myslenek ukaza-
nych ve vzoraku. ReSeni malymi bankovkami se navzajem mirné liila pfesnym zptisobem, jak
zaplatit, ale vSechna jej tispésné dotahla do konce. Naproti tomu vSechna spravna feseni indukci
postupovala témér totozné se vzordkem. Neékteri Fesitelé se pokusili Vyché,zet z ptfipadu n = 1
(namisto n = 4 ¢i nééeho jesté vyssiho), coz vSak vygeneruje pouze @ zpusob, jak zaplatit.
(Matéj Dolezélek)



Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS 1. série

Uloha G1. Je dén trojuhelnik ABC se stfedem kruznice opsané O. Necht D, E, F jsou paty
vysek po Fadé z vrcholu A, B, C. Prusecik AD a EF oznac¢ime X, piimka AO protina BC vY.
Daéle bud M stred strany BC a Z stfed usecky XY . Dokazte, ze body A, Z, M lezi na jedné
primce.

Reseni.  Ukazme si dva zptisoby, jak tlohu vyfesit.

Reseni prvé (trikovym zobrazenim): |<BFC| = |<BEC| = 90°, takze &tyfihelnik BCEF
je tétivovy. Tedy trojuhelniky ABC a AEF jsou nepiimo podobné. Uvazujme zobrazeni, které
je prevadi na sebe. Dané dva trojahelniky sdileji spoleény vrchol A a zaroven A, F', Ba A, E,
C' jsou kolinearni. Pokud tedy nejprve trojuhelnik AEF preklopime v osové soumérnosti podle
osy uhlu BAC, pak uz dané dva trojuhelniky budou pfimo podobné, navic se na sebe budou dét
prevést stejnolehlosti se stfedem v bodé A. Uvazujme tedy zobrazeni, které vznikne slozenim
této osové soumérnosti a stejnolehlosti.

Kam se v tomto zobrazeni zobrazi bod H?

AH a AO jsou izogonaly, jinak Fedeno, plati, ze |<BAH| = |[<CAO| (= 90° — ). Proto se
primka AH v osové soumeérnosti podle osy uhlu BAC zobrazi na pfimku AO, tedy i obraz bodu
H v daném zobrazeni musi lezet na pfimce AO.

Dale |[<AFH| = |<AEH| = 90°. Takze ¢tyithelnik AFHE je tétivovy. Pro bod H’, obraz
bodu H v daném zobrazeni, musi tedy platit, Ze ¢tyithelnik ABH'C je tétivovy. A také, Ze
|<ABH'| = |[<ACH’| = 90°.

Bod H’ tak miizeme definovat jako prisecik pfimky AO s kruznici opsanou trojuhelniku
ABC.

Ziejmé plati, %e piimky CF a H’'B stejné tak jako piimky BE a H'C jsou rovnobézné.
Ctyiuhelnik HBH'C je tedy rovnobéznikem. Jeho thlopticky se puli, takze body H, M, H'
musi byt kolinearni.

Protoze nami definované zobrazeni zfejmé zachovava pomeéry, tak % = %. Tedy pfimky
XY a HH’ jsou rovnobézné.

Z toho uz plyne, ze body A, Z, M lezi na pfimce. D& se to naptiklad Fict tak, ze trojuhelniky
AXY a AHH' jsou stejnolehlé se stfedem v bodé A, tedy i stiedy jejich odpovidajicich stran
musi lezet s bodem A v pfimce.
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Poznamka: Na prvni pohled se mozné zda, ze vyuziti vySe zminéného zobrazeni, které je
slozenim osové soumérnosti a stejnolehlosti, je ponékud nahodné. Resit se to da prakticky stejné
i bez néj a to s vyuzitim podobnosti. Zadefinované zobrazeni ale ddva néjak vic ndhled na to,
co se v uloze opravdu déje a pro¢ to nakonec vyjde.

Reseni druhé (kruhovou inverzi): Vime, ze |[<BFC| = |<BEC| = 90°, takie ¢tyithelnik
BCEF je tétivovy. Z toho také plyne |[<AEF| = . Ozna¢me K prusecik pfimek AY a EF.
Tak jako v prvnim FeSeni vyuZzijeme, ze pfimky AD a AY jsou izogondly, tedy Ze |[<BAD| =
|[<CAY| = 90° — B. Z trojuhelniku AEK tak vime, ze |[<AKFE| = 180° — |[<AEF| — |<CAY| =
180° — B — (90° — B) = 90°. Protoze také |<ADY| = 90°, tak ¢tyfahelnik X DY K je tétivovy.
Zaroven si vSimnéme, ze kruznice opsana ¢tyruhelniku BCEF je zaroven Thaletovou kruznici
nad pramérem BC, tedy stied této kruznice je v bodé M. Stejné tak kruznice opsana ¢tytrtuhel-
niku X DY K je zaroven Thaletovou kruznici nad priumérem XY, stfedem této kruznice je tedy
bod Z. Uloha po nas tedy chce, abychom dokéazali, ze n&jaké dva stiedy kruznic lezi spoleéné
s bodem A v pfimce.

Uvazujme nyni kruhovou inverzi se stfedem v A. Body B, D, Y a C lezi na pfimce, na které
nelezi bod A, obraz této pfimky tak bude néjakd kruznice prochazejici bodem A. To stejné
plati pro obraz primky, kterd prochazi body F, X, K a E. Po kruhové inverzi stale bude platit
|<B’AD’| = |<C’AY’|. Protoze, ale nyni body A, B/, D', Y’ a C’ lezi na kruznici, plyne
z toho |B'D’| = |C'Y’|. Takze ¢tyfahelnik B’D'Y’C’ je rovnoramennym lichobéznikem, takze
osa usecky B’C’ je totoZnd s osou tsecky D’'Y’. Obdobné to samé mtZzeme dokazat o totoZnosti
os tsecek E'F’ a X'K'.

A nyni pfichazi velky trik (tak moznd jen maly). Podivejme se na obrazy kruznic opsanych
¢tyruhelnikim BCEF a DY KX. Ty neprochézeji stfedem inverze, zobrazi se tak na kruznice.
A protoze osy tusecek B'C’ resp. E'F’ a D'Y' resp. X'K’ jsou totozné, tak stied kruZnic
opsanych B'C'E'F’ a D'Y'K’X’ bude tentyZ bod. Kruhovéa inverze sice nezobrazuje stfed
kruznice na stied zinvertované kruznice(!), ale zachovava primky, které prochazeji skrz stfed
inverze. TakZze protoze oba stiedy zinvertovanych kruznic B'C'E’'F’ a D'Y'K'X' lezi s bodem
A v pfimce, tak to musi platit i pro jejich obrazy. Takze i body A, M a Z jsou kolinearni.

Poznamky opravujictho. Polovina doslych feSeni se snazila ilohu néjak upocitat. Kamenem
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trazu téchto feSeni ale Casto byly nedotazené detaily jako napfiklad déleni nulou v néjakém
specidlnim pf¥ipadé nebo Fedeni, Ze to po upravé vyrazu prosté vyjde (coz taky vyjde, ale zv1ast
u poéitacich feSeni geometrie je to potfeba porddné rozepsat), za které jsem strhavala 1-2 body.
Objevila se také feSeni prvniho zptsobu vzorového feSeni (a¢ teda bez zavedeni daného zobra-
zeni), ojedinéle pak FeSeni kruhovou inverzi a spirdlni podobnosti.

(Lenka Kopfova)

Uloha Al. Pro libovoln4 kladné redln4 ¢isla a, b, ¢ dokazte nerovnost

(1+1+1) ( 1 n 1 n 1 >> 9
a b ¢ a+1 b+1 c+1/) 7 1+abe

Reseni. Uvazujme nasledujici nerovnosti:

1 " 1 " 1 > 3 (1)
a(b+1)  blc+1) cla+1) ~ 1+abc
1 1 1 3
> 2
alctD) T batD) Tt = 1+ abe @
1 1 1 3

>
ala+1) +b(b+1) +c(c+1) ~ 1+ abe

Seétenim téchto nerovnosti dostaneme nerovnost ze zadani v roznasobeném tvaru.
Z AG nerovnosti zfejmé plati

a+1 a(b+1)>

alb+1) a+1

V této nerovnosti mizeme cyklicky zaménit proménné a ziskané 3 nerovnosti secist.

a+1 a(b+1) b+1 b(c+1) c+1 c(a-i-1)>6
a(b+1) a+1 b(c+1) b+1 cla+1) c+1 —
(a+1 +b(c+1))+<b+1 +c(a+1))+(c+1 +a(b+1)>26
a(b+1) b+1 b(c+1) c+1 cla+1) a+1
1+ abc 1+ abc 1+ abc
alb+1)  ble+1) cla+1) —
1 1 1 3
a(b+1) + b(c+1) + cla+1) 2 1+ abe
Tim jsme dokazali nerovnost (1). Nerovnost (2) dostaneme zadménou promeénnych (staci
vymeénit a a c¢). Nakonec mizeme ze symetrie ptvodni nerovnosti BUNO zvolit a < b < ¢,
a tedy % > % > % a ail > b#—% > ﬁ Z permutacni nerovnosti potom plati
1 n 1 n 1 S 1 n 1 i 1 S 3 .
a(a+1)  bb+1) clc+1) ~alb+1) blc+1) cla+1) = 1+abe
Tim byla dokdzana nerovnost (3) a tloha je vyFeSena.

Pozndmky opravujictho. Vétsina Fesiteltl postupovala stejné jako ve vzoraku, zadanou nerov-
nost tedy dokazovali jako soucet 3 jednodussich nerovnosti. (Josef Minafik)

Uloha C1. V roviné je nékolik bodu, pficemsz kazdé dva z nich jsou od sebe vzdalené vice nez v/2.
Ke kazdému je za krajni bod pfipevnéna jednotkova tsecka, ktera se kolem néj mize volné otacet.
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Natoceni tsecek nazyvame povolen€, pokud se zadné dveé z nich neprotinaji; v opac¢ném piipadé
jej nazveme zakdzané. Ukazte, ze kazda dvé povolena natoceni na sebe Ize prevést bez toho, aby
nastalo néjaké zakazané.

Resend.

Spojime éervenou hranou vsechny dvojice bod1, jejichz vzdélenost je mensi nez 2.

Tvrzeni 1: Zidné 2 Cervené tsecky se neprotinaji, neboli takto

nakresleny graf je rovinny. c >V2 B
Dutikaz: Pro spor, necht se ¢ervené tsecky AB a CD protinaji. »
V &tyfthelniku ACBD existuje Ghel, ktery ma velikost alespori 90°, = 90 59

BUNO je to tthel <ACB. Pak z kosinové véty |AB|? > |AC|? + >V2
|CB|?. Ze zadéani |AC| > v/2 < |CB], neboli |AB|? > 2+ 2 = 4.
Ale aby tsecka AB byla ¢ervend, tak |AB| < 2, coZ je spor. A D

Tvrzeni 2: Jednotkova tsecka protind pouze ¢ervené hrany,
které vedou z vrchou, ke kterému je pfipevnéna.

Dukaz: Pro spor méjme PQ jednotkovou usecku pfipev-
nénou v bodé P, ktera protina cervenou usecku AB. Ozna-
é¢me X patu kolmice P na AB. Bod X musi lezet uvnitf
AB, protoze v kruhu se stfedem P a polomérem 1 ne-
smi byt obsazen zadny bod. BUNO |XA| < |XB|. Pak
méme, ze |[XP| < |XQ| = 1 a |XA| < BBl < 1 takze
|PAJ? < |XA|? +|XP|?, po dosazeni |PA|? < 2, coz je
spor se zadanim.

Definujeme natoceni tsecek jako hezké, pokud kazda tsecka sméfuje ve sméru néjaké cervené
hrany. Na jedné ¢ervené hrané muzeme mit i 2 isecky, protoze ale nemizou byt pfimo pres sebe,
tak nam bude stacit, aby byly o malé € od jejich pfislusné hrany.
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Tvrzeni 3: Kazdd pocatecni situace se dé natocit na néjakou

hezkou. X
Dukaz: Vybereme jakoukoli tsecku, kterd neni na cervené hrané.

A zac¢neme ji jakymkoli smérem tocit, nez vrazi do néjaké jiné A

usecky, nebo se nato¢i na Cervenou hranu. Pokud vrazila, tak si
oznacime tyhle 2 tsecky jako a a b. Tyto 2 tsecky spolu zinterago-
valy, neboli existuje ¢ervena hrana ¢, kterd propojuje jejich vrcholy. Ozna¢me X bod dotyku
a a b. Déle A, resp B vrcholy tsecky a, resp. b. Uhel |<<AX B| musi byt tupy, protoze jinak
|AB|? < |AX|? + |BX|?, neboli |AB| < v/2. Vybereme tu tise¢ku, ktera svird s ¢ mensi thel.
Uvnitf trojuhelnika AX B nemutze byt zaddna dalsi usecka, protoze by musela kfizit néjakou
ze stran trojuhelnika a strany AX a BX nemiiZze kiizit ze zadani a stranu AB pomoci Tvr-
zeni 2. ProtoZe je tedy |<<AX B| tupy a v trojuhelniku ABX neni zaddna tsecka, tak této tisecce
nic nebrani se otocit na ¢.

Tvrzeni 4: Kazda hezkd konfigurace se dé prevést na kazdou jinou.
Dukaz: Hezka konfigurace je jednoznacéné dana nasledujicimi parametry:

1. Pro kazdy vrchol na kterou Cervenou hranu je jeho tsecka natocena.
2. Pokud jsou na néjaké Cervené usecce 2 hrany, tak v jakém jsou poradi.
Vytvorime si 2 operace, pomoci kterych budeme umét tyto 2 parametry ménit:

1. Mé&jme tseky a a b obé na stejné Cervené hrané. Pak jim umime prochodit
potadi. BUNO se a muze toéit ve sméru hodinovych ruéiéek. Pak miizeme natodit a
po sméru hodinovych ruc¢i¢ek na nejblizsi sousedni ¢ervenou hranu. Pak b proti sméru
hodinovych rucicek na nejblizsi sousedni hranu. Néasledné vratime a a potom b. Z tvrzeni 2
vime, ze pfi takovémto otaceni tiseckdm nic neprekazi.

2. Pokud se Useéce a na jeji éervené hrané nepiekazi zadna hrana v otacéeni
ve sméru hodinovych ruéi¢ek, muZeme ji otocit na dalsi éervenou hranu
ve sméru hodinovych ruciéek. Jednoduse plyne z tvrzeni 2.

Nejdfive pomoci operace 2 naposouvame useCky na spravné Cervené hrany. Pokud bude néjaké
hrana prekazet v cesté, tak vyuzijeme operaci 1. A nésledné pomoci operace 1 opravime poradi
na vSech Cervenych hranach.

Pokud nyni chceme prevést konfiguraci a na konfiguraci 3, tak si nejdfive rozmyslime jak prevést
o na hezkou off a B na hezkou BH Tyto operace umime provést i v opa¢éném sméru. Takze
pfevedeme a — aff — g — 3. O
Poznamky opravujictho. K této tloze prislo jediné feseni, kterému chybély nékteré formality.
I pres to, ze je vzorové fFeSeni dlouhé, tak je rozlozené na tvrzeni, jejichZz znéni ukazuji hlavni
myslenkové kroky v feseni. Dtiikaz kazdého z nich je pfimocary. Za ulohu by se tedy dalo ziskat
dost ¢astecnych bodu a je skoda, ze takové prilezitosti skoro nikdo nevyuzil.

(Radek Ol3sak)



