8. ro¢nik, 2018/2019 Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS

ResSeni 3. série

Uloha G3. Necht ABC je ostrouhly trojihelnik a P je bod takovy, e PA L AB a PC 1 CB.
Body D a E lezi na strandch AB a BC tak, ze |AD| = |AP| a |CE| = |CP|. Body X a Y lezi
na piimkédch AB a BC tak, ze XE 1. BC aYD 1 AB. Ukazte, ze |PX| = |PY]|.

Reseni. Budeme uvazovat konfiguraci bodt jako na obrazku. Dulezité je pro nas poradi bodu
X, D na pfimce AB a E,Y na pfimce BC. Ostatni konfigurace se lisi pouze pfejmenovanim
bodi, které nebudu v feseni komentovat, nebo jesté prohozenim poradi bodu D, X. Konfigurace
s prohozenim Y, E nemize nastat, to bychom z Pythagorovy véty dostali

|BE* + |[EX|* = |BX|?,

|BD|* +|DY|* = |BY|?,

ale pfedpokladali jsme, ze

|BD| > |BX|,|BE| > |BY|,

z Cehoz uz je zfejmy spor.

Nejprve ukazeme, ze body Y, D, E, X lezi na jedné kruznici. Pfimka Y D je kolma na AB, ale
X lezi na AB, tak platii YD 1 AB, ale X a D lezi na AB, tak YD L DX. Stejné tak plati
XE 1L EY.

Ted ukézeme, Ze i bod P lezi na této kruznici. APAD je rovnoramenny pravouhly, takze
|ZPDA| = 45° a |£ZPDX| = 135°, obdobné |ZPEX| = 45°, takze body P, X, E, D lezi na
kruznici, takze body P, D, C, E, Y lezi na kruznici. P¥i druhé konfiguraci by |[ZPDX| = 45° a
D, E by lezely ve stejné poloroviné urcené PX, takze porad P, D, X, E lezi na kruznici.

Z tohoto uz snadno plyne, ze |[ZPDY| = 45° = |ZPEX|, takze |PY| = |PX| a jsme hotovi.
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Pozndmky opravujiciho. Resitelé asto nediskutovali rizné konfigurace, ale feSeni je pro viechny
konfigurace je feSeni prakticky identické, proto jsem za to body nestrhaval. Stejné tak jsem ne-
strhaval pfi drobnych chybach vzniklych zohlednénim vice konfiguraci. (Vasek Vorécek)

Uloha C3. Pavel nasel 2018 realnych ¢isel a1, ag, ..., azo1s a stréil si je do pytlicku. Nyni
kdykoliv jsou v pytlicku ¢isla x a y, umi Pavel vyrobit &isla x + y, —x a 22018 a piidat je do
pytlicku. Ukazte, ze existuje nenulové realné cislo K, nezavislé na a1, a2, ..., an, takové, ze
Pavel umi v kone¢né mnoha krocich vyrobit ¢islo Kajas - - - a2018 nezavisle na hodnoté cisel a1,
CL2, ey a2018.

Reseni. Oznaéme mnozinu A jako mnozinu 2018 &isel ze zadani (i kdyby pro né&jaka i a j platilo
a; = aj, budeme je povazovat za rtzné prvky). Pro vyfeseni ulohy sta¢i dokazat rovnost

2018

Z (,1)\XI . Z T = 2018!ajaz - - - a201s-

XCA zeX

Podivejme se na levou stranu rovnosti. Tento vyraz lze o¢ividné opravdu vytvotit pouze
pomoci séitani, ode¢itani (tj. pfic¢itdni opa¢ného ¢isla) a mocnéni na 2018, coz mame ze za-
dani povoleno. Uvedena suma kombinatoricky znamena, Ze se podivame na kazdou podmnozinu
mnoziny A a prvky této mnoziny seéteme, tento souc¢et umocnime na 2018 a néasledné ho bud
pficteme k vyslednému vyrazu, nebo ho od néj ode¢teme (podle toho jestli ma dand podm-
nozina sudy nebo lichy podéet ¢lentl). Kazdy takovouto umocnénou zavorku si lze pfedstavit jako
vyraz (a1 + a2 + -+ + a2013)2018, kde akorat chybéjici ¢leny nahradime nulami. Z toho hned
plynou dvé véci. Za prvé na levé strané rovnosti budou po umocnéni zavorek pouze ¢leny tvaru
aftas? - asdi®, kde a; jsou nezéporna celd Eisla se souctem 2018, a za druhé pokud néjaky
konkrétni ¢clen dostaneme pfi umocnéni vice raznych zavorek, tak pred nim bude vzdy stejny
koeficient (protoze pokud uz vznikne, tak uz nezavisi na tom které ¢leny uvniti zavorky jsou)

Nyni se podivejme na néjaky konkrétni ¢len s = af' a2 agzi’és a oznacme si nenulovy
koeficient, se kterym ho po umocnéni zavorky (a1 +az+---+ a2o1g) 018 Jostaneme, jako q. Ten
se dostane do vysledného souctu pravé ze vsech podmnoiin které obsahuji vsechna ¢isla a;, pro
které a; # 0. Necht m4 s takovychto ¢isel pravé j, 1 < j < 2018. Pak podmnozin délky velikosti
k, které ho obsahuji je praveé (20,3?] ]) (kombinaéni ¢islo se zapornym dolnim ¢islem definujme

rovno 0). Pak je ¢len s na levé strané rovnosti pravé celkové s koeficientem

2018

qz (2018 ) Z( 0 <201gjj ):q20§j(71)k(201i*j>.

Pokud je j rovno 2018, tak uz nutné ¢len roven ajaz - - - az018 a celkovy koeficient u ného vyjde
pfimo nezdporné ¢, z multinomické véty konkrétné rovno 2018! (kolika zpusoby lze p¥i ndsobeni
z 2018 zavorek postupné vybrat 2018 ruznych ¢isel). Pokud ale j < 2018, tak ale z binomické
véty q22018 I(— l)k(zmi.g*j) =g (1—1)2918=J = 0. Tedy tento ¢len na levé strané rovnosti
po umocnéni a seCteni nebude.

Leva strana rovnosti tedy vyjde rovna presné 2018lajas - - - a2018, ¢imz jsme hotovi.

Pozndmky opravujiciho. (Martin Raska)
Uloha A3. Ukaszte, ze pro kazdou n-tici redlnych éisel z1, @a, ..., T, plati
x1 T2 Tn
+ +-+ < +/n.
1+a? 1422+ a2 1+a2+a+ +a2 vn

1Také to trividlné plyne z multinomické véty, coz je zobecnéni binomické véty.
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Reseni. Definujme s, = 1 +x% +w§ +--- +zi pro vSechna cela c¢isla 0 < k < n. Nase nerovnost
ma tvar

xr1 x2 x
=4+ =4+ <V
S1 So Sn

Uzitim Cauchy-Schwartzovy nerovnosti pro n-tice (1,1,...,1) a (z—l, 2 ., 9“—”) dostaneme
s1 sg Sn

2 2 2 2
(E+Q+...+@) <n<($1) +(@) +...+(Ln) )
S1 S2 Sn S1 52 Sn

tedy staci ukazat, ze
z1\2 z2\ 2 Zn \ 2
(2 (2) e (2) <
s1 s2 Sn

coz ndm da po vynasobeni n, pouziti vyse CS nerovnosti a odmocnéni nasi ptivodni nerovnost.
Jelikoz xf >0 provsechnai€1,2,...,na0<sg<s1 <sz<--- < sy, tak mizeme psat

2 2 2 2 2 2
T T2 T T T T
(7) _A'_(i) +...+(i) S71+72+...+7”:
51 s2 Sn s180  S281 SnSn—1

S1 — SO So — S1 Sn — Sp—1 1 1
= + + -+ =|l———)+
5180 $281 SnSn—1 S0 S1

1 1 1 1 1
S1 S Sn—1 Sn, Sn

Timto je nase pivodni nerovnost dokazana. (Pavel Turek)

Uloha N3.  Prirozens éisla jsou obarvena dvéma barvami. Funkce f : N — N je neklesajici, a
spliiuje, Ze pokud (ne nutné rizné) ¢isla x, y a z maji stejnou barvu a spliiuji * +y = z, potom
plati f(z) + f(y) = f(z). Ukazte, Ze existuje kladné ¢islo a takové, Ze f(x) < ax pro vSechna
pfirozena x.
Reseni. BUNO necht jsou nase dvé barvy modra a &ervena.

Pod oznacenim usek [z,y], kde < y jsou pfirozena ¢isla, mame na mysli mnoZinu p¥iroze-
nych Cisel lezici neostfe mezi x a y. Délkou tohoto tiseku myslime ¢islo y — x.
i@ _ fw)

z y

Pokud pro kazda dvé prirozena Cisla z, y stejné barvy plati , staci zjevné zvolit

a vétsi nez velikost tohoto zlomku pro obé barvy. Takze dale predpokladejme, Ze existuje dvojice

BUNO ¢ervenych &isel = a y takova, ze M #* f(y)

Necht m = xzy. Kdyby pro néjaké k byla vsechna éisla v useku [k, k + m] Gervend, pak plati
fk+m)=flk+ay) =flk+aly—1)+ f(z) == f(k) +yf(2),

flk+m)=flk+azy)=flk+ (- Dy + fly) == f(k) +=f (),
takze yf(z) = zf(y), coz je spor. Takze v kazdém useku délky m se vyskytuje alesponn jedno
modré ¢islo.

Nyni uvazujme dva pripady:

Pripad 1. Necht pro n&jaké k > m je tsek [k, k + m] cely modry. Nyni necht z je libovolné
pfirozené &islo vétsi nez k. V tseku [z — m, z] se vyskytuje alespoii jedno modré ¢islo - nejvétsi
z nich ozna¢me jako by. Ddle necht by je modré &islo z tseku [b1 + k, b1 + k + m]. Plati by >
b1 +k > 2z—m+k > z. Protoze by — by lezi v tseku [k, k + m], je toto ¢islo modré a tedy
f(b2) = f(b1)+ f(b2 —b1) < f(b1) + f(k+m) (kde jsme vyuzili, Ze f je neklesajici). Z toho a ze
zadani (f je neklesajici) plyne, ze f(z + 1) — f(2) < f(b2) — f(b1) < f(k + m) pro kazdé z > k.

3



Mezinarodni koresponde¢ni seminar :KS 3. série

Pripad 2. Necht pro kazdé k > m obsahuje tsek [k, k + m] ¢isla obou barev. Bud R > 2m
takové cervené Cislo, ze R+ 1 je modré. Uvazme libovolné z > 2m. Protoze z —m > m, obsahuje
usek [z — m, z] néjaké Cervené &islo - oznacme jako r to nejvyssi takové. Protoze r > z — m,
jer—m > z—m > 0, takze v Gseku [r — m, 7] se nachdzi néjaké modré ¢islo — necht b
oznaluje nejvyssi takové. Plati 0 < z — b < 2m. Uvédomme si, Ze b + 1 je ¢ervené &islo. Necht
t =b+ R+ 1 > 2 Pokud je t modré, je f(t) = f(b) + f(R+ 1), a tedy f(z+1) — f(2) <
f(&) — f(b) = f(R+1). Pokud je t Cervené, je f(t) = f(b+ 1)+ f(R) < f(b+ 1)+ f(R+1), a
tedy f(z+1) — f(z) < f(t) — f(b+1) < f(R+1). Z toho dostavame, ze pro kazdé z > 2m je
fz41) = f(2) < f(R4 1),

V obou pifipadech jsme tedy dostali, ze pro néjaka pfirozena n a D plati, ze pro kazdé z > n
je f(z+ 1) — f(2) < D. Z toho ale jednoduchou indukci dokdzeme, ze pro kazdé z je f(z) <
(D + f(n))z. Pro z < n to plyne pfimo z f(z) < f(n) < D + f(n) < (D + f(n))z. Nyni, pokud
tvrzeni plati pro z > n, pak f(z+1) < D+ f(2) < (D+f(n))+(D+ f(n))z = (D+ f(n))(2+1),
a tedy jsme z indukce hotovi.

(Rado Svarc)



