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Reseni 6. série
Uloha A6. Patrik vymyslel funkci f: R — R a shledal, ze pro vSechna redlna ¢isla x, y spliuje

F(f@) +a+y®) =22+ f(y)*.
Najdéte vSechny moznosti, jakd mohla byt Patrikova funkce.
Reseni. Necht P(a,b) znaci dosazeni a za = a b za y.
1. krok: f(0) =0

Zafixujeme-li y, pak prava strana je nekonstatni linedrni funkce podle x a leva strana je
hodnota v oboru hodnot, a proto f je surjektivni funkce. Tedy existuje takové realné cislo a, ze

f(a)=0.

P(a,0) : f(f(a) +a) = 2a + f(0)2 = f(0)2 + 2a = 0, &islo a je tedy jediny kofen funkce f.
P(0,%a) : f(—a)? = f(f(0) +a®) = f(a)®

Diky jednoznacnosti kofenu musi platit, Ze a = —a neboli a = 0. Nyni dosazenim nuly do x
a y muzeme ziskat dulezité vztahy:

fw?) = f(y)?
F(f(z) +z) = 2z.

Z druhého vztahu plyne, Ze hodnota funkce v kladném bodé je kladnad a pomoci prvniho
vztahu miZzeme ptivodni rovnici pfepsat na f(f(z) +z+y) = 2z + f(y), ale do y smime dosadit
pouze nezaporna ¢isla.

2. krok: f(z) = —f(—=x)
Ze vztahu f(y?) = f(y)? plyne, ze f(y) = +f(—y). Pro spor piedpokladejme, Ze existuje
takové nenulové t, ze f(t) = f(—t) (BUNO ¢ > 0):
P(—t,2t) : =2t + f(2t) = f(f(—t) —t+2t) = f(f(t) +t) =2t = f(2t) = 4t
P(—2t,2t) : f(f(—2t) — 2t +2t) = -4t + f(2t) = f(f(—2t) =0=1t =0,

coz je spor.

3. krok: f(z+vy) = f(z)+ f(y)

Pro x > 0 dosadime:

P(=2,2) : f(f(—2) — 3+ ) = —20 + [(2) = [(f(2)) = 20 — f(a
P(f(),0) : f(f(f (@) + f(z)) = 2f(z) = 2f(z) = f(2z — f(z) + f(z)) = f(22)
P(f(z),y) : f2z+y) =2f(2) + f(y) = f(2z +y) = f(2z) + f(v),

coz je zndma Cauchyho funkciondlni rovnice, kterd ma v oboru racionalnich cisel reseni
f(z) = cx. K rozsifeni na cely obor realnych ¢isel potiebujeme u funkce dokdzat n&jakou vlast-
nost navic, napf. monotonie. Pokud z > y, pak f(z) = f(y+z —y) = fy) + f(z —y) > f(y).
Funkce je rostouci a diky f(z) = —f(—z) jsou f(z) = cx jedind moZné feSeni. Zkouskou snadno
ovéiime, ze vyhovuje pouze f(z) = x.
Pozndmky opravujictho. Jedna se o klasickou olympiddni funkcionalni rovnici, ktera vyzadovala
jednak zkusenost (surjektitiva funkce, Cauchyho rovnice), jednak trikova dosazeni. I kdyz podle
meé nebyla tloha jednoducha, jsem rad, ze se seSlo hodné feSeni a vétsina byla spravna. Zhruba
pulka z nich postupovala jako ve vzorovém fesSeni.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)
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Uloha C6. 2n + 1 hraci (n > 1) hraje turnaj v ping-pongu. Pfitom mé hrat kazdy s kazdym
prave jednou a vsechny zapasy se odehraji postupné na jednom stole. Rozhodli se hrat v takovém
poradi, aby mezi kazdymi dvéma zapasy jednoho hrace bylo alesponn n—1 jinych zapast. Dokazte,
ze jeden z hracua, ktery hraje prvni zapas ze vSech musi nutné hrat i posledni zapas ze vsech.
Reseni.

Zadani tika, ze hra¢ musi po kazdé hie ¢ekat alespon n — 1 zapasu. Pro zacatek dokazeme,
ze tato pauza naopak nemuze nikdy trvat déle nez n zdpasu. Sporem — predpokladejme, ze
néktery hra¢ n + 1 po sobé jdoucich zépast nehrdl. V prvnich n zapasech (z téchto n + 1) se
hraci nemohou opakovat, tedy hralo tam vSech 2n zbylych hrac¢u. V nasledujicim zapase mohou
hrat pouze hraci z prvniho z téch n + 1 zapasi, ale nesmi hrat podruhé spolu — spor.

Nyni uvazme hrace, kteti spolu hrali jako prvni — jeden pak mé pauzu dlouhou n — 1 zapasu
(oznacme ho A) a druhy pauzu n zipast (oznac¢me ho B). K vyfeseni ulohy stac¢i dokézat, ze
kazda pauza hrace B trva n zapast — hra¢ B tak bude mezi svymi zapasy Cekat dohromady
n-(2n—-1) = (2;) zapasi, coz je celkovy pocet zapasu bez hrace B, a tak se po poslednim
zapase hrace B uz dalsi zapas neodehraje. Dokazeme to sporem — ozna¢me C hrace, ktery hral
s B tésné po jeho prvni pauze dlouhé n — 1.

Aen-l1en-1@ ° ° °
Be® n & n & n en-1@
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Hrac¢ C s B nemohl hrat pred tim, proto pred tim C' c¢ekal n zapast, pred tim ze stejného
duvodu opét, atd., az dospéjeme k tomu, Ze hra¢ C hral s hraéem A v druhém zapase hrace A.
Jelikoz po tomto zapase mé hra¢ C' pauzu dlouhou n, hra¢ A méa pak pauzu dlouhou n — 1.

Podivejme se nyni pouze na zapasy, ve kterych hraje A nebo C. Napted hraje A, pak As C,
pak opét A. Hra¢ C nemuze hrat dvakrat po sobé bez toho, aby mezi tim hral hra¢ A. Z toho
plyne, ze hra¢ A bude mit za sebou od té doby stale alespon o jeden odehrany zapas vic nez C.
Na konci ale by méli mit odehranych zapast stejné — spor.

(Martin ,,Vodka“ Vodicka)

Uloha G6. Je dan thel o velikosti o s hlavnim vrcholem A sevieny mezi poloptimkami uj, ug
vychazejicich z A. Uvniti dhlu ujuz je ddn bod B nelezici na jeho ose a dale je dana velikost
uhlu B8 (a < B < 180°) Uvazme vSechny mozné dvojice bodt X,Y takové, ze X € u1, Y € ua,
A lezi mimo thel XBY a |<XBY| = . Pak body A, B maji tu vlastnost, ze vidi tsecku XY
pod stéle stejnym thlem. Dokazte, Ze existuje tfeti bod s touto vlastnosti.

Reseni. Budeme postupovat volné podle Zhen Ning ,, Davida“ Liu.

Dokazeme, ze tfetim bodem s kyzenou vlastnosti je kamarad El bodu B v kazdém z trojuhel-
niki AXY. Tvrdime tedy, ze pro vSechny usecky XY ze zadéani je kamarddem bodu B v AXY
stejny bod. Jednoduché tvrzeni fikd, ze kamarada bodu P v trojuhelniku K LM dostaneme
jako opsisté trojuhelniku, jehoz vrcholy vzniknou pieklopenim bodu P pfes strany K LM . Toto
tvrzeni lze najit ve sborniku zminéném v poznadmce, my si ho nyni kratce dokdzeme. Vezméme
konvexni thel s vrcholem K a uvniti néj bod P. Z obrazku vidime, ze osa P; P> svira s jednim
ramenem stejny uhel jako K P s druhym ramenem, protoze kazdy ze zminénych uhla spolu s
jednim prouzkem vyznacenym thlem dava tihel u vrcholu K, to si rozmyslete. Kdyz se vratime
do trojuhelniku K LM, dostavame, ze prusecik os stran trojuhelnika z osovych obrazi bodu P
neboli jeho opsisté je prusecikem isogonal s pfimkami K P, LP a M P, tedy kamariad bodu P.

Ineboli isogonal conjugate, viz prvni sbornik iKS
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Zpét k puavodni tloze: chceme dokazat, ze kruznice opsand osovym obrazim bodu B se
pro ruzné polohy XY neméni. Obrazy pfes pfimky uj a ug jsou pevné, stacilo by tedy, aby se
neménil prislusny obvodovy thel. Ptistejnolehlenim s koeficientem % k B dostaneme ekvivalentni
tvrzeni — dokédzat, ze XKML, kde K, L, M, jsou paty kolmic z B na u1, uz a XY (viz obr. 2),
je pro vSechny polohy XY konstantni. Paty kolmic ndm vyrobily tétivové ctyfuhelniky, takze
plati SKML = SKMB + <BML = <KXB + ¥BYL = 360° — a — (360° — ), tedy ¢&islo
nezavisejici na X, Y. Pokud body K a X lezi na u; v opacném poradi, zméni se pfedchozi
rovnosti na SKML = <KMB + <BML = 180° — <KXB + <BYL = <AXB + <BYL =
360° — a — (360° — ), analogicky pro prohozeni boda Y a L.

Jelikoz B nelezi na ose <X AY, nalezeny bod (ozna¢me jej D) jakozto kamarad bodu B v
AXY nesplyne ani s jednim z bodu A, B. Zbyva ovérit, ze D vidi isecky XY pod neménnym
thlem. Z definice kamardda jednoduse dopocitame, ze ptislusny thel je roven 180° — 8 + «, coz
nezavisi na poloze XY.
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Naznak jiného teseni. Oznacime v polopfimku z bodu B rovnobéznou s uj; a bod C na us2
takovy, ze polopfimky v; a BC sviraji thel 8. Nasli jsme vlastné ,limitni“ polohu bodu Y, kdyz
X utikd do nekonec¢na. Analogicky definujeme bod E na uj. Hledanym tfetim bodem je pak
takovy bod D, ze BCDE je rovnobéznik, coz lze ne zcela bezpracné ale pfimocare ovérit.

Poznamky opravujictho. Na tloze bylo nejobtizné€jsi nalezeni onoho tretiho bodu, k tomu mohla
pomoci tfeba Geogebra, ale ani s ni to nebylo uplné snadné. Potom uz jste ale vétSinou nezava-
hali, Sest ze sedmi FeSeni byla az na né&jaké mali¢kosti v pofadku. ReSeni byla rtiznoroda, pouze
druhé zminéné se s mirnou obménou vyskytlo dvakrat.

(David Hruska)

Uloha N6. Polynom p s celociselnymi koeficienty n > 1 proménnych ma stupefEl ostfe mensi
nez n. Uvazme vSechny usporadané n-tice celych cisel x1, ..., z, takové, ze

p(x1,...,2n) =0 (mod 11) a pro vSechna z; plati 1 < z; < 11.
Dokazte, ze pocet vSech takovych n-tic je délitelny jedenacti.
Resend.
Napred dokdzeme dvé pomocné tvrzeni

Lemma 1
Pro k=0,...,9 plati

11
Z 2 =0 (mod 11).
xz=1

Diikaz: Staci ukazat identitu pro jinou sadu polynomu s koeficienty nad télesem Z11, které maji

stupné k =0, 1,...,9. Pouzijeme polynomy (i) Totiz

11

()= S ()= (1) =0 tmod 1)

=1 =0
Alternativni dikaz lemmatu 1: Pro k = 0 lemma zjevné plati, piedpokladejme k > 1. Cislo 2 je
primitivni prvek modulo 11, proto

11 9 9 10
2k 1

doak=> ) =) @M= i =0 (mod11)

=1 =0 x=0

Lemma 2
Pro polynom g n proménnych stupné ostfe mensiho nez 10n je soucet 11™ hodnot

11

> qlz1,...,2x) =0 (mod 11).

T1,..,Tp=1
Diikaz: Staéi ukdzat identitu pro jednoclenné polynomy gq. Tedy necht

gler,... an) = afl ol

2Stupeti polynomu p vice proménnjch je roven nejvyssimu souétu exponenttt u nékterého
¢lenu polynomu. Tedy naptiklad polynom p(z,y) = 3y + y? ma stupeti 4.

4
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Stupén ¢ je mensi nez 10n, proto nékteré e; < 10. Bez ijmy na obecnosti e; < 10. Pak

11 11 11
_ e €n el —
q(x1,...,xn) = E T2y E ' =
Z1,..,Tp=1 x2,...,xp=1 x1=1
11
= E xzg? -yt -0=0 (mod 11).
To,...,Tp=1

Reseni tilohy

Pouzijeme Lemma, 2 na polynom g = p'0. Jelikoz je stupeni p ostie mensi nez n, bude stupent
q ostfe mensi nez 10n. Hodnoty ¢ jsou z malé Fermatovy véty modulo 11 pouze nuly a jednicky,
pricemz jednicky jsou pfesné tam, kde byl modulo 11 polynom p nenulovy. Lemma tak dava, ze
pocet nenulovych hodnost polynomu p je délitelnych 11. To dava kyzeny vysledek vzhledem k
tomu, Ze celkovy pocet hodnot, které sledujeme je délitelny 11 (konkrétné 11"™).

Poznamky opravujiciho. Klicovy trik spocival v pfevedeni pocitani na s¢itani — Lemma 1 by
v pfipadé potieby bylo mozné dokazat i rozebranim 11 pripadt. Napovédét mohl piipad, kdy se
misto jedenactky uvazovalo prvocislo 2. V tomto pfipadé se d& navic vypozorovat, ze modulo 2
mohou polynomy vypada zcela jakkoli (az na podminku, Ze maji sudy pocet jednicek), takze se
nedé spolehnout na jednoduchost / symetrii pozorovanou pro mald n.

Na tento trik nanestésti zadny fesitel nepfiSel. Plnym poc¢tem bodiu ohodnocené feseni si
spravné povsimlo, Zze jsme vam ve skutec¢nosti zadali k dokdzani Chevalley-Warningovu vétu
(pFesnéji jeji specialni pripad). Obecné znéni této véty namisto télesa Z11 hovoii o obecném ko-
neéném télese (ani ne nutné Z,) a namisto o jednom polynomu hovofi o soustavé polynomialnich
rovnic takovych, Ze soucet stupnu rovnic je mensi nez n.

(Mirek Ol34k)



