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ResSeni 1. série

Uloha C1. V chaloupce zije n trpaslikii. Jednoho dne si kazdy trpaslik vzal sviij oblibeny
hrnecek a postavil ho na okraj kulatého stolu. Kdyz bylo dokola na stole vyskladano n hrnecki,
postavil se kazdy trpaslik k néjakému z nich, kazdy k jinému, vsichni si najednou pripili z hrnecku
pfed nimi a posunuli se po sméru hodinovych rucicek k nasledujicimu. Toto opakovali, dokud
se nevratili k hrnecku, ke kterému se postavili na zacatku. Urcete, pro ktera n mohli trpaslici
rozestavit hrnecky a nasledné se k nim postavit tak, aby pii kazdém pripitku pil alespon jeden
trpaslik ze svého oblibeného hrnecku.

Reseni. Pozadované rozestaveni existuje pouze pro licha n.

Ukézeme, ze sudd n nevyhovuji. Nejprve nahlédnéme, ze aby se pfi kazdém pripitku napil
alespon jeden trpaslik ze svého oblibeného hrnecku, potom se pfi kazdém piipitku musel napit
praveé jeden trpaslik ze svého oblibeného hrnecku. To proto, Ze trpaslikt a hrnecku je stejny pocet
a kazdy trpaslik mé pravé jeden oblibeny hrnecek. Kdyby tedy existoval pripitek, pfi kterém by
dva trpaslici pili ze svych oblibenych hrnecki, nutné by existoval i pripitek, pfi kterém by nepil
zadny trpaslik ze svého oblibeného hrnecku.

Dale si jednotliva mista u stolu, neboli pocate¢ni pozice trpasliki, ocislujme 0,1,...,n — 1,
po sméru hodinovych rucicek. Potom necht h; je pocet mist, o které se musi trpaslik na poc¢atku
sedici na pozici i (0 < ¢ < n—1) po sméru hodinovych ruci¢ek posunout, aby se dostal ke svému
oblibenému hrnecku. Aby se pfi kazdém pripitku napil pravé jeden trpaslik ze svého oblibeného
hrnecku, tak ziejmé Cisla h; museji byt po dvou rizna. Zaroven se vsak jedna o prvky z mnoziny
{0,1,...,n — 1}. Jinymi slovy mnoziny {ho,h1,...,hn—1} a {0,1,...,n — 1} se rovnaji, a tedy
se rovnaji i soucty prvka v obou mnozinach. Z toho plyne

n—1 n—1 n—1
Z(i+h¢)=2i+2hi:(";1)"+(";1)n=(n—1)n. (1)
=0 0 =0

1=

Zaroven i + h; mod n je pozice oblibeného hrnecku trpaslika na i-té pozici, tedy i tato ¢isla

museji byt po dvou rizna a nalezet prvkim z mnoziny {0,1,...,n — 1}, a tedy i mnoziny {ho
modn,1+h; modn,...,n—14hp_1 modn}a{0,1,...,n— 1} se rovnaji, odkud
n—1 n—1
. . n—1)n
i+ hs) = ZZE % mod n,
1=0 =0
a tedy podle (1)
-1
(n 5 ) =0 mod n,

coz ovSem pro zaddna sudad n neplati.

Zbyva uvést priklad vyhovujiciho rozestaveni pro lichd n. Naptiklad oblibeny hrnecek trpas-
lika na i-té pozici umistéme na pozici j, pro kterou j = 2¢ mod n. Plati, ze se kazdy trpaslik
napije ze svého oblibeného hrnecku pravé po i pootocenich, tj. pfi kazdém pfipitku se takto na-
pije praveé jeden trpaslik ze svého oblibeného hrnecku. Také se ndm nestane, ze bychom umistili
dva hrnecky ke stejnému trpaslikovi. Pokud ano, potom by zfejmé pro néjaka i # j muselo platit
2t =25 mod n, nicméné n je liché, tj. nesoudélné s 2, a tedy je tato kongruence ekvivalentni s
i =j mod n, coz je spor. Uvedené rozestaveni tedy spliuje zadané podminky a my jsme hotovi.

(Alexandr Jankov)

Uloha N1. Necht piirozena &isla a, b, ¢, d spliuji ad # bc a NSD(a,b,c,d) = 1E Oznac¢me
S mnozinu téch disel, kterd se daji vyjadrit jako NSD(an + b,cn + d) pro néjaké pFirozené n.
Ukazte, ze existuje cCislo k takové, ze S obsahuje pravé vsechny kladné délitele k.

1Zapis NSD(ay1, .. ., an) znaci nejvétsi piirozené &islo, které déli vSechna cela éisla a1, . . ., an.
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Reseni. Nejdiive si ilohu zobecnéme a piedpoklddejme, Ze b a d mohou byt libovolna cela &isla
a a i c libovolna nezaporna cela ¢isla. Bez jmy na obecnosti predpoklddejme 0 < a < c.

Budeme postupovat silnou indukci na a. Nejdfive vySetime pfipad, kdy je a = 0. Ze zadani
plati bc # 0 a NSD(b,c,d) = 1. Ozna¢me si b’ takové ¢islo, které ziskame z ¢isla b tak, ze v ném
nebudeme uvazovat vSechna prvocisla, kterd déli zaroven b i c¢. Timto zaru¢ime nesoudélnost
b’ a c. UkdZeme, Ze &islo b’ uz je hledanym ¢&islem k ze zadani. Pokud é&islo dé&li b i ¢, tak uz z
podminky nedéli d, a tedy nedéli ani cn+d. Z tohoto diivodu NSD(b,cn+d) = NSD(V, cn+d),
a tudiz NSD(b,cn + d)|b’ pro vSechna pfirozend n. Zbyva nam dokazat, ze S obsahuje vSechny
kladné délitele b’. K tomu stadi, aby aritmetickéd posloupnost cn + d nabyvala vsech zbytk® po
déleni b’, coz diky nesoudélnosti b’ a ¢ skute¢né nastava.

Nyni provedeme indukéni krok. Méjme néjaké Cislo a a predpokladejme, ze tvrzeni ze zadani
plati pro vSechna a’ mensi nez a. Pomoci Euklidova algoritmu najdeme &tvetici a/, b, ¢/, d’, ktera
generuje stejnou mnoZinu S jako a,b,c,d a zaroven plati 0 < a/ < a, diky ¢emu% budeme moct
aplikovat induk¢ni predpoklad. Oznaéme ¢ = aq + r, kde ¢ i 7 jsou nezaporna celd ¢isla a r je
zbytek ¢isla ¢ po déleni a. Nasledné pro kazdé n plati

NSD(an +b,en+d) = NSD(an + b, (aqg + r)n + d)
= NSD(an + b,aqgn + rn +d — g(an + b)) = NSD(an + b,rn + (d — ¢b)).
Ted zvolme a’ = r,b/ = d — qgb,¢’ = a a d = b. Protoze r je zbytek po déleni a, tak mame
zaruc¢eno 0 < @’ < a = ¢’. Zbyva ndm ovétit ostatni podminky
NSD(a',¥',c',d") = NSD(c — aq,d — gb,a,b) = NSD(c,d,a,b) = 1,
a'd —b'c =(c—aq)b— (d—gb)a=bc—ad#0.
Muzeme tedy opravdu aplikovat indukéni predpoklad a dikaz je dokoncen.

Poznamky opravujictho.  Vétsina fesitelt pouzila podobné jako ve vzorovém feseni Euklidav
algoritmus (at uz s pouzitim indukce, nebo bez ni) a tlohu si zjednodusila na pfipad, kdy je
jedna proménna nulova. Cislo k $lo také piimo vyjad¥it jako nejvétsi délitel ad — be nesoudélny
s NSD(a,c). (Martin Raska)

Uloha Al. Pavel nasel realna ¢isla a, b, ¢, d, ktera jsou v absolutni hodnoté vétsi nez 1 a splnuji
vztah
abc + bed + cda +dab+a+b+c+d=0.

Ukazte, ze plati

Reseni. Nejprve si dokazovanou nerovnost upravime tak, Ze ji nejprve vynasobime 2 a poté
ke vSem zlomkum levé strany pricteme jednicku, ¢imz dostaneme jeji ekvivalentni tvar % +

b+1 +c+i +d+1 > 4.

Z podminky na absolutni hodnotu Pavlovych &isel ziejmé plyne a? — 1 > 0, takze plati

2
Zf} = % > 0, neboli vSechny c¢tyri sc¢itance na levé strané dokazované nerovnosti jsou
kladna cisla.
Nyni uz si sta¢i uvédomit, ze druhd podminka je vlastné ekvivalentni s (a + 1)(b+ 1)(c +

1)(d4+1) = (a—1)(b—1)(c—1)(d—1), takze z AG nerovnosti dostavame “+1 Ttz b4l iabs e+l 1t3 d+1 >

1
(a+1)(b+1)(c+D)(d4+1) )7 _ 4
(a—1)(b—1)(c—1)(d—1) -
Zbyva uz pouze ukazat, ze nemize nastat rovnost. V. AG nastéva rovnost pouze tehdy, jsou-
li si vSechna ¢tyf¥i ¢isla rovna. Jelikoz je ovSsem funkce % =

1
2
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piipadé rovnosti platit i @ = b = ¢ = d, takZe a musi byt kofenem rovnice 4(a® 4 a) = 0, neboli
a = 0, ¢imZ ovSem dostédvame spor s |a| > 1 a rovnost tedy skuteéné nemiize nastat.

Poznamky opravujictho. Vsechna Gspésna FeSeni pomoci fady algebraickych tprav a substituci
dospéla k velmi podobnému postupu, jako vzorak. (Danil Kozevnikov)

Uloha G1. Kruznice w; a wo se protinaji v bodech P a K. Jejich spolecna tecna blizsi k P se
dotykd w1 v X aws vY. Pfimka Y P, resp. X P, protind w1, resp. wa, v bodé B, resp. C. Necht
A je prusecik piimek BX a CY. Druhy prisecik kruznic opsanych AXY a ABC' si oznac¢ime
jako Q. Ukazte, ze ZQXA = ZQKP.

Reseni. Nejprve si véimnéme, 7ze K je stfed spiralni podobnosti, ktera zobrazuje BX na YC.
Trojahelniky BXK a YCK jsou proto podobné a z usekovych uhla dale plati ZKYC =
/KBX = /KXY a /KXB = LKCY = /ZKYX. Z toho plyne podobnost trojuhelnik
BKX ~ XKY ~ YKC. Necht /BKX = /KXY = /YKC = ¢, pak ZAXY = 180° —
/BXK — /KXY = 180° — /BXK — ZKBX = ¢ a analogicky ZAY X = 180° — ZCYK —
ZKY X =180° — ZCYK — ZKCY = ¢.

Oznaéme M a N stfedy tusecek BX, resp. YC. V dané spiralni podobnosti se stfedem v K
se bod M zobrazi na bod N. Proto ZMKN = /BKY = 2¢. Z velikosti /M AN = /XAY =
180° — 2¢ dale plati, ze je ctyruhelnik M AN K tétivovy.

Bod Q je stiedem spiralni podobnosti, kterd pievadi BX na CY, tedy i M na N. Uhel
ZMQN = /ZXQY = LXAY = ZMAN = 180° — 2¢p. Bod Q tedy lezi na kruznici opsané M AN
a pétithelnik MK NAQ je tétivovy.

Prusecik primek PK a XY oznadime Z. Pfimka PK je chordala kruZnic w; a wa, proto
je Z stied tsecky XY. Z podobnosti trojuhelniki XKY a YKC vyplyva ZZKY = ZNKC a
ZZKN = . Nyni dotthlime /QKP = LQKZ = /AINKZ—/NKQ = p—ZNAQ = p— LY AQ =
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p — (180° — LZAQY — LAY Q) = ¢ — 180° + (180° — LZAXY )+ LAY Q = ¢ — 180° + 180° — p +
LAY Q = LAXQ, coz jsme chtéli dokazat. Tato rovnost plati pro konfiguraci, ve které Q lezi ve
stejné poloroviné vzhledem k pfimce PK jako Y, pro opacny piipad uhlime analogicky.

Pozndmky opravujictho. Obé Uspésna FeSeni vyuzivala misto spirdlni podobnosti kruhovou
inverzi. (Hedvyka Ranosova)



