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Riesenie 2. série

Uloha G2. Na stranich AB a BC' konvexného stvoruholnika ABCD sti postupne dané body
M a N tak, ze CM a AN delia jeho obsah na polovice. Dokézte, ze M N rozpoluje uhlopriecku
BD.

Riesenie. Z konvexnosti Stvoruholnika (rozmyslite si) dostdvame vypoéty obsahov:
2-Sapcm = SaBcD,

1 1 1
2 (5 - |AC]-|AC, B| + 3 - |AC] - \AC,M\) = 5 -1AC|- (JAC, B + |AC, D).

Odtial

|AC, M| =
2

a podobne

|AC, D| — |AC, B|
2

Z tejto rovnice vyplyva rovnobeznost M N s AC (okrem rovnakej vzdialenosti M, N od AC totiz

mame aj polohu M, N v rovnakej polrovine AC) a aj tvrdenie zo zadania (napr. mozme zaviest
sturadnicova os kolmu na AC). (Filip ,,Hip Hop“ Hanzely a Martin ,,\Vodka“ Vodicka)

|AC, N| = = |AC, M.

Uloha N2. Mocninou (s velkym M) nazveme také prirodzené ¢islo, ¢o sa d4 zapisat v tvare a™,
kde a, n su prirodzené cisla, n > 1.
a) Dokézte, Ze existuje takd mnozina 2013 prirodzenych ¢isel, Ze sucet prvkov Iubovolnej jej
podmnoziny nie je Mocnina.
b) Dokézte, Ze existuje takd mnozina 2013 prirodzenych ¢isel, Ze sucet prvkov Iubovolnej jej
podmnoziny je Mocnina.
Riesenie. a) Staci ak zoberieme mnozinu {p, 2p, ...,2013p} pre prvoéislo p > w Potom
trividlne je sucet prvkov jej lubovolnej podmnoziny delitelny p no je mensi ako p? a preto nie je

delitelny p2, a teda to uréite nie je Mocnina.

b) (podla Eduarda ,Baklazana“ Batmendijna)

Dokazeme indukciou, ze pre kazdé k € N existuje Cislo s € N, také ze ¢isla sg, 2sg, ..., ksg su
Mocniny.

Pre k = 1 tvrdenie plati trividlne.

Nech plati pre k — ¢isla sg, 2sk, ..., ks, st Mocniny. Potom is = a;.“. Polozme

Spt1 = sk - (k4 1)sg)? 9k,

Zrejme

. . a1 @ 9 N g
iSgy1 = ISk - ((k + l)sk) =a]’- (((k + l)sk) i )

je Mocnina pre 1 < i < k a tiez

(k+ Dsprr = (k+1) - s - (k4 Dsg) 7% = ((k + 1)sy) T %

je Mocnina — plati tvrdenie pre k + 1. Teraz jednoducho zoberieme s, pre n > MQQOM a

mnozinu {sp, 28n, . ..,2013s, }. Stcet prvkov Iubovolnej jej podmnoziny je nasobok sy, zarovern
nanajvys % - Sn, a teda z definicie s, to je Mocnina.
(Martin ,Vodka“ Vodic¢ka a Filip ,,Hip Hop“ Hanzely)
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. 2
Uloha C2. V kruhu (vrdtane hranice) s polomerom 1 mame n bodov. Dokézte, ze aspon " —

0[3

dvojic tychto bodov je vzdialenych najviac v/2.

Riesenie (podla Miroslava Stankovida). Postupujme indukciou. Pre n = 1 to plati. Sta¢i ndm
teda ukéazat, Ze medzi n + 1 bodmi existuje taky, ktory je od aspon

m+1)2 n41 n? n\ n-1
( 6 2 ) (6 2)_ 3
bodov vzdialeny najviac v/2.

Ak je nejaky bod v strede, mézme zvolit ten. Ak Ziadny nie je v strede, vezmime lubovolny
bod X, urobme priemer prechadzajici tym bodom a priemer na neho kolmy. Tym sme kruh
rozdelili na 4 ¢asti, pricom hranice priradme lubovolne. Dva mensie Stvrtkruhy neobsahujice X
ozna¢me A a B, zvySny polkruh ozna¢me C. Poc¢ty bodov v nich ozna¢me a,b,c+ 1. Body v A
st navzajom najdalej v/2, to isté plati o bodoch v B. Nakoniec vetky body v C st od bodu X
vzdialené najviac V2.

Rozlisme tri pripady:

o n =23k
Ak
-1 1
a-1<2" k-~ = a-1<k-1
3 3
-1 1
b—1< " ck—- = b-1<k-1
3 3
-1 1
c<n =k—- = c¢<k—-1,
3 3
potomn—-2=a—1+b—1+4+c¢<3k—3=mn—3, ¢o je spor.
e n=3k+1
Ak
n—1
a-l<——=k = a-1<k-1
-1
b-1<2 =k = b-1<k-1
-1
c<"3 —k = c<k-1,
potomn—2=a—1+b—1+4+¢<3k—3=mn—4, ¢o je opat spor.
e n=23k+2
Ak
-1 1
a—1<2 =k+g = a-1<k
1 1
b—1< 2 =ktg = b-l<k
-1 1
c<n =k+- = c<k,
3 3

potomn—2=a—1+b—1+c<k+k+k=n—2. Zostala ndm tak jedin4d moznost:
vSetky nerovnosti st rovnosti. Podla nasej konstrukcie to znamena, Ze vsetky body z A
st od bodov z B, C vzdialené viac ako v/2, symetricky to plati o bodoch z B. Body v A
mozme teda dat do jedného bodu, analogicky body v B (rozmyslite si dokladne, zZe to
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mézme spravit). Kedze viak A aj B st navzajom a aj od C vzdialené viac ako v/2, tak
C lezi v jednom $tvrtkruhu (rozmyslite si), takZe pocet dvojic je

ala—1 b(b—1 c+1)c k+ 1)k n+1)?2 n+1

(a-1)  bb-1)  (etDe_ )k ( )¢ .

2 2 2 2 6 2

Pozndmky opravujiceho. K rieSeniu sa dalo dopracovat viacerymi cestami. Zaujimavy pristup
zvolil Tonda, ktory sa na to pozrel ako na graf, o ktorom vedel iba povedat to, Ze neobsahuje K4,
kedze ukézal, ze medzi $tyrmi bodmi v kruhu aspoi jedna dvojica mé vzdialenost maximalne v/2.
Co sa tyka prikladu, je zndmy ako aplikicia Turanovej vety. Na margo nemalej ¢asti rieseni, ktoré
chceli oklamat opravovatelov, poviem len tolko, ze hladat najlepsie riesenie pre n spoésobom, Ze
zostrojim najlepsie mozné rozsirenie najlepsieho riesenia pre n — 1, je logickd chyba.

(Filip Sladek)

Uloha A2. Postupnost {a;}22, sphia

ay = ap41 = —ak +
2’ + 2 ap

pre k > 1. Oznac¢me aritmeticky priemer prvych n ¢isel postupnosti A,,. Dokazte, ze

) e T (L)
2A, -0 a; '

i=1

Riesenie (podla Samuela Slddka a Le Anh Dung). RieSenie bude pozostavat z niekolkych po-
zorovani (pocas Uprav vyrazov v celom rieSeni si poriadne uvedomte, preco ich moézme urobit).

Lemma. 0<a; < %

Dékaz. Obe nerovnosti dokdzme indukciou. Lava priamo a pravi sporom. Pre i = 1 tvrdenie
plati.
1 (a; —1)2

(ai71)2>0:>a¢+1:fai+ = —>0.
2—a; 2—a;

1 3
ait1 = —a; + >*:>ai(2ai*3)>0:>ai>5~

2—a; 2
1 (1 n n 1
Lemma. Preai,...,an € (0, 5] plati (- —1) <[, (5 —-1).
Dékaz. Upravme nerovnost na tvar

2imq (1—ay)
ln < ?:1 (1- ai).
iy ai I Vs

n

Vlavo méme mocninu pomeru aritmetickych priemerov &isel a; a &isel stredovo simernych s a;
podla stedu %, vpravo zase mocninu pomerov geometrickych priemerov. Pouzime klasicky me-
tédu ,balance‘ a dokdzme, Ze najhorsi pripad v nerovnosti nastava pre a; = - -+ = ap, kde sa ale
nadobuda rovnost, ¢im bude nerovnost dokazana. Nech teda BUNO z+& = a1 > as = v —¢. Po-
tom nahradme ttto dvojicu ¢islami z = % T = % Lav4 strana zrejme zostane rovnaka.

Prava strana sa prenasobi vyrazom
(@ +9)@ —2)(1 —a)?
(1—2—-¢e)(1 —x+e)x2’
o ktorom staéi ukdzat, Ze je mensi rovny nez jedna. Ale to uz nechdme na citatela. Treba si

jedine uvedomit, aké mozu byt x a e. |
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K dokonceniu tlohy netreba ni¢ viac, ako dokdzat nerovnost

1 n 1 n 2
— 1 <A [ — -1 <= 0>2A2 —4A 1.
<2An ) = 4n (An ) =2 m e

Pretoze A, je zrejme mensie ako %, a teda mensie ako vacsi z korenov danej kvadratickej rovnice,
rieSenie dokonéime dvomi lemami. Ozna¢me ¢ mensi z dvojice korefiov rovnice 0 = 222 — 4z + 1.

Lemma. ag;_1 >c aaz <c.

Dokaz. Kedze a1 = % > ¢, sta¢i ukdzat, Ze postupnost a; — ¢ meni znamienka. To ale lahko

nahliadneme z rovnosti

Ai+1 —C= (_aﬁ'g_lai) _<_C+2ic) =(e—a0) (1_m)7

pretoze posledny ¢initel je zrejme vacsi ako 1. O

Lemma. A, >c.

1 1
2—ag;—1 — 1—c

\%

Dokaz. as = %. VS&imnime si, Ze ag;—1 + a2; = > 2c¢. Teraz pre parne n mame

(3t (ata)+- 4 (an—1+an)

An C,
n
lebo % > 2c. Pre neparne n podobne mame
An: (al+a2)+"'+(anf2+anfl)+an >e,
n
lebo a, > c. O

Pozndmky opravujiceho. Uloha zjavne patrila do kategérie odpudzujicich zadanim. Nestan-
dardné bola tym, Ze nerovnost iba konvergovala do rovnovazneho stavu. Preto bolo vidno, Ze
prvych par ¢lenov treba osetrit akosi osobitne a potom to bude fajn, ako sa ukazuje v poslednych
lemach. Stacilo trochu citu a busenia, do ktorého sa pustil Tonda a Baklazan to doslova umlatil.
Gratulujeme. (Filip Slddek a Martin Vodicka)



