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RieSenia 5. série

Uloha N5. Najdite vsetky prirodzené cisla n, pre ktoré existuju celé ¢isla x1,x2,...,Tn také,
ze
! + ! + o+ L _ 1

Riesenie. Najprv indukciou ukadzeme, ze taka n-tica existuje, pre vsetky prirodzené n rézne od
2,3,5.
Najprv najdeme rieSenia pre n = 1,6, 8
1 1 1 1 1 1 1
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Teraz dokazeme, ze ak vieme skonstruovat postupnost pre n, tak potom vieme skonstruovat
postupnost aj pre n + 3, &m budeme mat postupnosti vietkych ziadanych dlzok.
Majme z indukéného predpokladu postupnost n &isel z; spliiajice zadanie. Potom si v&im-

nime, Ze postupnost 1,1, ..., Tn_1,2Tn, 2Tn, 2Tn, 2Ty, tiez spliia zadanie, plati totiz
1- 1 n 1 R 1 1 n 1 R 1 n 1 4 1 i 1 1
T} a3 a2 2?2 a2l 22 | 4dx2 a2 4z 42l

TAto postupnost méa ale n + 3 prvkov, ¢o sme chceli.

Teraz ukédzeme, 7e postupnosti dlzky 2,3,5 neexistujt. Vsimnime si, #e ak je niektoré &islo
rovné 1, tak uz je nas sucet rovny 1, a teda nasa postupnost mé nutne dizku 1, ked%e neexistuje
prirodzené c¢islo x, také, ze % <0.

Dalej pre nasu postupnost vieme, Ze % + % + % < % + i + i < 1. Teda pre n = 2,3 to

1 T2 3
nepdjde.
Dalej sa pozrime na 5-¢lennti postupnost, ak st v nej najviac tri 2. & 4+ L+ L, + L 4+ L <
fl)l fL'2 (L‘S (L‘4 x

i + i + i + % + é < 1. Teda nutne 4 ¢leny musia byt 2, a kedze uz tieto 4 davaju sucet 1 tak
piaty musi byt 0, ¢o je spor. (Samuel Slddek)

Uloha G5. Nech O je stred opisanej kruznice trojuholnika ABC. Body E, F lezia na tseckéch
OB, OC tak, ze plati |BE| = |OF|. Nech M, N su stredy oblikov EOA a AOF. Dokazte, ze
|[<ENO| + |<OMF| = 2|<BAC|.
Riesenie. Oznacme si uhly v trojuholniku Standardne a, 3, v. Potom zrejme plati, ze |[<BOC| =
2a, |[<CAOC| = 28,|<AOB| = 2.

Vieme, ze |<ANF| = |[<AOF|, lebo st to obvodové uhly nad AF. Trojuholniky AOC a ANF
st oba rovnoramenné, a maju zhodny uhol oproti zdkladni, a preto st podobné. Dokonca st
$piralovo podobné so stredom v A. A kedZe $piralna podobnost chodi po dvoch, tak st podobné
aj trojuholniky ANO a AFC. Preto |[<AON| = |[<ACF| = 90° — 3. Potom lahko dopo¢itame, ze
|[<EON| = 2¢—90°+8. Tak isto z tej podobnosti dostavame aj to, ze |[NO| : |[FC| = |AO| : |AC|.
A kedze |[FC| = |OE|, tak mame, ze [NO| : |OE| = |AO| : |AC|.

Nech Ny je taky bod v polrovine AOB, ze AANoO ~ AAOC. Zrejme plati, ze |[<NoOB| =
2y — 90° + B, lebo |[<AONy| = 90° — B. A z podobnosti, pomocou ktorej sme definovali Ny
mame, ze

[NoO| : |OB| = |NoO| : |OC| = |AO| : |AC| = |NO| : |OE|.
To znamena, ze trojuholniky NoOB a NOE st podobné podla vety sus. Preto |[<ENO| =
‘<IBN()O|.
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Uplne analogicky definujeme bod Mg ako taky bod v polrovine AOC, ze AAMyO ~ ANAOB
a uplne rovnako dostaneme, ze |[<<OMF'| = |[<OMC|. Takze potrebujeme ukazat, ze |[<BNoO|+
|[<OMpC| = 2a.

Zrejme No My je os usecky AO, kedze trojuholniky AMpO a ANpO st rovnoramenné. Potom
plati, ze |[<ANoMy| = |<ANoO|/2 = B. Tak isto |[<AMoNy| = ~. Vidime, Ze trojuholniky
ANoMy a ABC st podobné podla vety uu. S/ opit Spirdlovo podobné, a preto st podobné aj
trojuholniky ANoB a ANoC' a dostédvame, ze |<ABNg| = |[<ACMy|. Z toho vidime aj to, ze
jeden z bodov My, No lezi vnatri ABC a jeden mimo. (Okrem Specidlneho pripadu, ked oba
lezia na strandch ABC. No vtedy vestko plati rovnako, napriek tomu, Ze niektoré trojuholniky
st degenereované.) BUNV nech teda Ny lezi vnutri.

A teraz uz staci len pocitat:

|<BNoO| + |[<OMoC| = 360° — |<BONy| — |<OBNo| — |[<MoOC| — |<OC M|
= 540° — 38 — 3y — |[<OBNp| — |<OC My|
= 3a — (|[<ABO| — |[<ABNy|) — (|[<OCA| + |[<AC Mpy|)
=3a — [<ABO| — |<OCA]|
=3a —(90° —v) — (90° — B) = 2«

Cim je tloha dokazana.

B C

(Martin ,,Vodka“ Vodicka)

Uloha C5. Maéme nekoneény Stvoréekovy papier. Kazdy Stvoréek je zafarbeny jednou z 41
farieb tak, e ziaden obdl#nik s obvodom 20, ktory obsahuje len celé $tvoréeky, neobsahuje dva
Stvorceky jednej farby. Dokazte, ze ziaden obdlznik 1 X 41 neobsahuje dva Stvorceky rovnakej
farby.

Riesenie. Najprv si oznaéim pojmy, ktoré budem pouzivat. Nech méa kazdy stvoréek kartezian-
ské stradnice. Vzdialenostou stvoréekov X|[z1,z2], Y[y1,y2] si oznac¢im V(X,Y) = |z1 — y1| +
|z2 — y2|. Plati V(X,Y) + V(Y,Z) > V(X,Z). Zrejme dva Stvoréeky su spolu v (nejakom)
obdlzniku s obvodom 20 préave vtedy, ak ich vzdialenost je nanajvys 8.

Kruhom so stredom X si ozna¢im mnozinu $tvorcov so vzdialenostou nanajvys 4 od X,
pisat budem K (X). Ukazem, ze vSetky Stvoréeky v kruhu maji po dvojiciach rézne farby. Nech
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Stvoréeky A, B st v K(X). Pre ich vzdialenost plati V(A,B) < V(A,X)+V(X,B) <444 =38,
teda st v nejakom obdlzniku s obvodom 20, a teda maji rézne farby. Kedze kruh obsahuje 41
stvorcekov, obsahuje kazdu farbu prave raz.

Pozrime sa na farbu F. Uvazujme kruhy so stredmi na stvoréekoch farby F. Ukazem, ze
dané kruhy pokryvaji rovinu a neprekryvaju sa navzdjom (tj. kazdy stvorcek je v préve jednom
kruhu).

Sporom, nech stvoréek X je v roznych kruhoch K(A) aj K(B) a $tvorcéeky A, B st rovnakej
farby. Potom V (A4, B) < V(A, X)+V(X,B) <4+4 = 8. Teda A a B st v obdlzniku s obvodom
20, ¢o je spor - kruhy sa neprekryvaja.

Sporom, nech stvoréek X je mimo kazdého kruhu so stredom na farbe F. Stvoréek X je preto
vzdialeny aspon 5 od kazdého stredu kruhu, teda je vzdialeny aspon 5 od kazdého Stvorceka
farby F. Kruh K(X) zrejme neobsahuje $tvoréek farby F', ¢o je spor - kruhy pokryvaja cela
rovinu.

Teraz ukadzem, ze dané kruhy st umiestnené pravidelne. Pozrime sa na nejaké susediace
kruhy K(A), K(B). Prizrime sa na §tvorec 2 x 2 Stvoréekov taky, Ze jeden $tvorcek z nich je v
K(A), jeden je v K(B) a ’ostatné’ 2 $tvorceky st mimo K(A) aj mimo K(B). Zrejme ziaden
kruh nemdze pokryt obe ’ostatné’ Stvoréeky bez toho, aby prekryl nejaky z kruhov K (A), K(B).
Teda do daného Stvorca 2 X 2 musia zasahovat 4 rozne kruhy.

Ide lahko ukazat, Ze stvorce 2 x 2 spliiujuce vlastnost nad st pre kazdu dvojicu susednych
kruhov dva a v oboch je vzajomna poloha kruhov (zasahujtcich do nich) rovnaka. Teda vo vset-
kych spominanych $tvorcoch 2x2 je vzajomna poloha kruhov rovnaka. Stredy $tvorcov (a teda
Stvoréeky rovnakej farby) st bud vzdy posunuté o vektory [4,5] a [—5, 4] alebo vzdy posunuté
o vektory [5,4] a [—4,5].

Overit, ze v danych mo#nostiach neexistuje obdlznik 1 x 41 (tj. overif, Ze stvoréeky rovnakej
farby v rovnakom riadku (resp. stlpci) sti od seba vzdialené aspori 41) je trividlne - bud nakres-
lenim obréazku alebo vyjadrenim z vektorov. (Slavomir Hanzely)

Uloha AS. Néjdite vsetky funckie f : RT — RY, ktoré spliajii nasledovnii podmienku: Pre
kazdé, navzajom rézne realne Cisla a, b, ¢ plati, ze existuje trojuholnik so stranami a,b, c prave
vtedy, ked existuje trojuholnik so stranami f(a), f(b), f(c).

Rieenie. Najprv dokdzeme, Ze nasa funckia je prostd. Nech f(a) = f(b), pre a < b. Potom ale
a/2,a/2+¢,a sa strany trojuholnika a a/2, a/2+ ¢, b nie st strany trojuholnika (pre e < min(b—
a,a/2)). Z toho vyplyva, ze f(a/2), f(a/2 + €), f(a) st strany trojuholnika a f(a/2), f(a/2 +
€), f(b) nie sta. To je ale zrejme spor, lebo f(a) = f(b), takze obe trojice bud su alebo nie st
strany trojuholnika. Preto je f prosta.

Teraz dokdzeme, ze f je rastuca. Nech f(a) > f(b) pre a < b. Polozme ¢ < min((b —
a)/2,a/2). Potom ak ¢,d € (a/2,a/2+¢) a c # d, tak (a, ¢, d) su strany trojuholnika, ale (b, ¢, d)
nie st. (Lebo ¢,d < aaa < c+d < b.) Z toho vyplyva, ze f(a), f(c), f(d) st strany trojuholnika a
f(b), f(c), f(d) nie st. Zjavne x, y, z st strany trojuholnika prave vtedy, ked |z—y| < z < +y. To
snamend, 7e musi platitt | f(c) — /()] < f(a) < f(c)+/(d), ale f(b) & (1F(c) — F(@)], F()+F(d)):
No my vieme, ze f(a) > f(b), a preto nutne f(b) < |f(c) — f(d)|.

Vieme, ze pre fubovolné dve ¢isla z intervalu (a/2,a/2 + ¢€) plati, Ze ich rozdiel funkénych
hodnét je asponi f(b). To vSak nie je mozné, lebo v intervale je nespocitatelne vela ¢isel, a tak v
aspon jendom zo spocitatelne vela intervalov [kf(b)/2, (k + 1) f(b)/2] budt aspon dve (dokonca
niekde ich bude nekoneéne vela) funkéné hodnoty. To je ale spor, a preto je f rasttca.

Vieme, 7e x < y < z su strany trojuholnika prave vtedy, ked = + y < z. Preto z naSej
podmienky zo zadania dostaneme, ze pre ¢ > a,b plati, ze ¢ < a+ b < f(c) < f(a) + f(b).
Specialne pre ¢ = a + b mame, ze f(a + b) > f(a) + f(b), samozrejme stéle len pre rozne a, b.

Teraz dokdzeme, Ze f nadobida Iubovolne malt hodnotu. Predpokladajme, Ze existuje také
6 > 0, zef(a) > 4, pre vSetky a € R. Potom pre Iubvolné a € R mame, ze f(a) > f(a/3) +
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f(2a/3) > 25. No potom indukciou dostaneme, ze f(a) > 2*§ pre vietky prirodzené k a vsetky
redlne a, ¢o je samozrejme spor pre k také, ze 2F > f(a)/d.

Predpokladajme, ze f(a + b) > f(a) + f(b) pre nejaké a # b. Najdime také c, ze f(c) <
fla+b) — f(a) — f(b). Kedze f je rastiica mozeme zobraz také c, ze ¢ < a,b. Potom plati,
7e c,a + b — ¢/2,a + b tvoria trojuholnik, a teda f(c) + f(a +b — ¢/2) > f(a + b). Lenze
fla+b—1¢/2) < f(a) + f(b) (lebo a,b,a + b — ¢/2 st strany trojuholnika). Z toho dostaneme,
de f(c)+ fa+b—¢/2) < fla+b) - f(a) — £(b) + f(a) + F(b) = f(a+b), %o je spor. Preto
dostavame, ze nutne f(a + b) = f(a) + f(b), pre vsetky rozne a, b.

A teraz to nie je velky problém dokéazat aj pre a = b, lebo f(a) + f(a) = f(a) + f(a/3) +
f(2a/3) = f(4a/3) + f(2a/3) = f(2a). Takze to naozaj plati pre vSetky a,b.

A to uz je znama Cauchyho tuloha. Pre Giplnost uvedieme naznak jej riesenia. Najprv induk-
ciou ukdzeme, ze f(k) = kf(1), pre vSetky prirodzené k. Potom analogicky dostaneme, Ze aj
f(kz) = kf(x), pre lubovolné z. Specidlne pre x = m/k dostaneme, ze f(m) = kf(m/k), a teda
f(m/k) = m/kf(1). Inak povedané f(q) = qf(1), pre vSetky racionalne q.

A na vSetky kladné redlne éisla to rozsirime vdaka rasticosti f. Totiz ak pre nejaké redlne
¢islo r plati f(r) < rf(1), tak existuje racionélne éislo ¢ také, ze f(r) < qf(1) < rf(1). Potom
ale plti, ze r > ¢ a zaroven f(q) > f(r), ¢o je spor s rastticostou f. Obdobne déjdeme k sporu
ak f(r) > rf(1). Preto musi platit, ze f(x) = zf(1), pre vSetky kladné realne ¢isla x.

Lahko skuskou overime, Ze tieto funkcie naozaj vyhovuju. Hladané funckie st teda f(z) = cz,
pre Tubovolné kladné reélne ¢islo c. (Martin ,,Vodka“ Vodicka)



