4.ro¢nik, 2014/2015 Medzindrodny koreSpondec¢ny seminar iKS

RieSenia 5. série

Uloha G5. Patrik si kupil nadupany 3D televizor a o¢akava na 1iom aj patricny 3D obsah. Dany
je Stvorsten ABCD. Sféra s prechédzajica bodom A, pretina hrany AB, AC, AD postupne v
bodoch E, F,G. Prienik s a gule opisanej stvorstenu ABCD je kruznica, ktora lezi v rovine
rovnobeznej s rovinou BCD. Nech R, S, T su obrazy bodov E, F,G v stredovych sumernostiach
podla stredov hran AB, AC, AD. Dokézte, ze body B,C, D, R, S, T lezia na jednej sfére.

RieSenie. VicSina z vas to riesila nejakym prevedenim do 2D situacie. My si ukdZeme riesenie,
ktoré to rovno vyriesi v 3D, lebo si myslim, ze je pekné.

Ako prvé si uvedomime, Ze mocnost bodu ku sfére funguje rovnako ako ku kruznici. Plati
to preto, lebo lubovolny rez sféry je kruznica.

Dalej si uvedomime, ze mézeme zadefinovat chordalu 2 sfér ako mnozinu bodov, ktoré maja
rovnak mocnost k tym 2 sféram. Lahko si uvedomime, Ze to musi byt rovina a hoci to nebudeme
potrebovat, tak musi byt aj kolm4 na spojnicu stredov (zase to funguje rovnako ako v rovine).

Ako posledné si uvedomime, Ze chordaly 3 sfér sa bud vSetky pretinaju na 1 priamke alebo
st rovnobezné, lebo ked bod lezi na 2 chordédlach lezi aj na tretej.

Tak a teraz sa mozeme pustit do nasej lohy. Uvazujme 3 sféry a to s, sféru opisana ABC D
a sféru opisanit BCDR. O tej poslednej chceme dokéazat, ze na nej lezia aj body S, T. Chordala
poslednych dvoch je zrejme rovina BC'D. Chordala prvych dvoch je rovina, v ktorej lezi prienik
s a sféry opisanej ABCD, o ktorej vieme, Ze je rovnobezna s BCD. Preto aj chordala prvej a
tretej sféry musi byt s nimi rovnobezna.

Nech K, L, M su stredy hran AB, AC, AD. Zrejme plati |[KR|- |KB| = |KE|-|KA|. Bod
R mé& rovnaku mocnost ku s a sfére opisanej BC DR, teda lezi na ich chordéle. Rovina K LM
je vSak zjavne rovnobezna s rovinou BCD (je to akési stredna priecka) a preto to musi byt
chordala tych 2 sfér. Pre druhy prieseénik X # C sféry opisanej BCDR a priamky AC musi
platit |[LX|-|LC| = |LF|-|LA|. Tato rovnost je splnena len pre bod S, preto S lezi na tej sfére.
Analogicky tam lezi aj T' (¢o sme chceli dokazat).

Vela z vés to vyriesilo tak, Ze tento postup (alebo nie¢o podobné) aplikovali v rovine ABC,
¢im dokazali, ze BCRS je tetivovy (obdobne ostatné stvorice). Z toho uz lahko plynie (premyslite
si), Ze tych 6 bodov lezi na 1 sfére. Chcel som ukézat, Ze to nebolo potrebné a ze niektoré pekné
veci sa daja zovSeobecnit aj do 3D :) (Martin ,,Vodka“ Vodicka)

Uloha N5. Danych je n (n > 2) po dvoch nesudelitelnych prirodzenych &isel, pricom sucéin
Iubovolnych n — 1 z nich ddva po deleni tym poslednym vzdy ten isty zvysok r. Dokazte, Ze
r<n-—2.

Riesenie. OznacCme si zadané cisla ako aj,a2,...,an, pricom a1 < ag < ... < an. Keby platilo
r = 0, tvrdenie plati trividlne (Specidlne ked a1 = 1 tak nutne r = 0). Uvazujme uz len r > 0
(teda nutne aj a1 > 1). Ozna¢me este:

ajas...an  alaz...an ajaz...an

S = + +... 4+ >r >0 (premyslite si)
ail a2 Qan

Vsetky séitance v S st ndsobkami a; a i-ty s¢itanec dava zo zadania zvysok r, preto a; | S —r
pre 1 < i < n, ¢o dokopy s nesudelitelnostou a-éok dava ajaz...an | S —r. Kedze S —r > 0
mozme to bez problémov odhadnut takto:

a1az...an < S—r<S<n(azas...an)

Dokopy to déva ajaz...an < n(azaz...an) = a1 < n. Spolusr < a; mdme r < a1 < n =
r < n — 2. Hotovo. (Miro Psota)



Medzindrodny koreSpondec¢ny seminar iKS 5.séria

Uloha C5. Maéme 2 dostatocne dlhé pasy papiera. Na prvom je napisané pismeno A, na druhom
je pismeno B. V kazdom kroku si vyberieme jeden pas. To, ¢o je nanom napisané, napiSeme
pred alebo za obsah druhého pasu. Dokazte, ze po 2014 krokoch je mozné rozdelit obsah prvého
pasu na 2 palindromy.

Riesenie. Mozeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze prvy fah bol (A, B) na (A, AB).
Dalej si ozna¢me X = A, Y = AB, ¢&ize po prvom tahu mame slova (X,Y). Lahko vidno, ze
po lubovolnom nenulovom poc¢te tahov, méZeme obe slova rozdelit na tseky A a AB, ize ich
mbZeme napisat v X,Y.

Dokaz budeme robit indukciou. Po nula fahoch je tvrdenie zjavne pravdivé. Predpokla-
dajme, ze po n tahoch, slova na papierikoch ide rozdelit na 2 palindrémy. Po n + 1 fahoch si
zoberieme slovo napisané v A,B a napiSeme ho v X,Y. Teraz sa na toto slovo pozrime ako po n
tahoch robené s X,Y. Nan sa uz vztahuje indukcia, ¢ize ho mozeme rozdelit na dva palindrémy
v X,Y. Teraz prichddza hlavna mys$lienka. Palindrém napisany v X,Y, si mozeme predstavit ako
striedajicu postupnost X-iek (vratane prazdnej postupnosti) a jedného Y. KedZze je to palin-
drém, tak dizky jednotlivych postupnosti Xiek, si podla stredu palindrému symetrické. Skiisme
napisat tento palindrém v pévodnych pismenkich A,B, a to takymto spésobom: Namiesto ka-
zdého Y, napisme B. Kedze Y = AB, tak pred kazdym Bc¢kom je teraz o jedno Acko menej.
Aby sme to napravili, tak namiesto kazdej postupnosti (ktoré je pred nejakym Békom) Xiek
(X = A) napiSme o jedna dlhSiu postupnost Aciek. Jedina postupnost Xiek, ktora nie je pred
nejakym Bckom, je t4 poslednd, ¢iZze namiesto nej napisme len rovnako dlhii postupnost Aciek.
Takto dostaneme povodné slovo napisané v A,B. Toto slovo je oproti palindrému napisanému v
X,Y, odlisné akurat v tom, Ze postupnosti Ac¢iek medzi jednotlivymi Bc¢kami, st o jedna dlhsie
(aZ na tu poslednu postupnost) ako postupnosti X medzi jednotlivymi Ynami. To znamena, Ze
sta¢i zobrat jedno Acko zlava a mame palindrém, napisany v A,B. Cize celkovo plati: Kazdy
neprazdny palindrém v X,Y, sa d4 napisat ako A + P, kde P je palindrém v A,B (hoci aj
prazdny).

Takze, ak S je slovo po n+1 tahoch, d4 sa napisat ako S = P; + P, kde P;, P> s palindrémy
v X,Y. Ak st oba palindrémy nepréazdne tak plati S = Py + Py = A+ P3+ A+ Py =, kde P3, Py
st palindrémy v A,B, ¢ize S sa d4 napisat ako studet palindrému A 4+ Ps + A a P4. Ak by bol
napriklad P> prazdny palindrém, tak S = P; = A + Ps, ¢o je opéit sucet dvoch palindrémov v
A,B. Celkovo méame, Ze po n + 1 tahoch, vieme obe slova napisat ako stcet dvoch palindrémov
v A,B. Tymto je indukcia dokonénd, takze to plati aj po 2014 tahoch a teda dékaz je hotovy.

(Viktor Lukacek)

Uloha A5. Do kazdého policka tabulky n x n napiSeme kladné relne cislo tak, ze sucet cisel
v kazdom riadku je rovny 1. Ak vyberieme n policok tak, 7e z kazdého riadku a stlpcu vez-
meme prave jedno, je sucin cisel v tychto polickach mensi alebo rovny sucinu ¢isel na diagonale.
Dokazte, ze sucet cisel na diagonale je aspori 1.

Riesenie. Vela rieSeni ndm neprislo :), a aj ak ste to skusali, zrejme ste sa to snazili umlatit
nejakymi nerovnostami a indukciou, ale ono to stale nevychadzalo, lebo tie niektoré nerovnosti
to odhadovali zo zlej strany.

Neviem, ¢i sa to takto nejako vobec dalo vyriesit. Ked uz aj nerovnosti zlyhavaja, treba to
skusit riesit inak. My si ukdZeme riesenie, ktoré je trocha kombinatorické. Spociva v tom, Ze t4
podmienka o st¢inoch je dost silna a ked uvazujeme nerovnosti vé¢sinou ju vyuzivame len pre
nejaké konkrétne vybery policok, alebo pre sucin podmienok atd. Nam ju sta¢i vyuzit pre par
Specidlnych vyberov polic¢ok. Aké policka vyberieme? Na to bude treba trocha kombinatorického
uvazovania :). Celé tvrdenie dokdzeme sporom. Nech je stéet prvkov na diagonale mensi ako 1.

Co teraz? Nés budi zaujimat policka, ktoré st viésie ako prvky na diagonale (tie by mohli

ako poli¢ko v danom stlpci na diagonale.
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Mbézeme si uvedomit, Ze nutne sme zafarbili z kazdého riadka asponi 1 policko, lebo ak nie,
sucet ¢isel v tomto riadku by bol mensi rovny ako stcet na diagonale. My ale vieme, Ze stucet
¢isel v riadku je 1.

Bolo by fajn keby sme zo zafarbenych poli¢ok vedeli vybrat n takych, ze v kazdom riadku
a v kazdom stipci je prave 1. Potom by sme mali hladany spor. Dokonca nemusime vybrat n.
Sta¢i nam niekolko poli¢ok, ktoré lezia v tych istych riadkoch ako stipcoch, a ziadne dve nelezia
v tom istom riadku ako stlpci. Potom ich len doplnime ¢&slami z diagonaly a stale mame spor.

A to uz vyzerad na lahky kombinatoricky problém :). VyrieSime ho hybanim sa v tabulke.
Zaéneme na prvom policku diagondaly. Potom sa posunieme na zafarbené policko v tom riadku
(je tam aspoti 1). Odtial sa v stipci posunieme na policko na diagonale a toto opakujeme. Je
jasné, ze po Case sa dostaneme na policko na diagonale, kde sme uz boli. A aby nevznikol bordel,
zoberme si prvé také.

Pozrime sa na policka, ktoré sme presli medzi tym ako sme ho 2 krat navstivili. Obsahuje
niekolko poli¢ok na diagonale a rovnako poli¢ok mimo nej. Tieto policka lezia v tych istych
riakdoch a stipcoh ako policka na diagonale. Ked ich doplnime ostatnymi polic¢kami z diagonaly,

mnozina. Spor. (Martin ,,Vodka“ Vodicka)



