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RiesSenia 2. série

Uloha N2. Hovorime, Ze nekonecn4 rastica postupnost prirodzenych ¢éisel a1 < az < az < ...
je ¢arovnd, ak pre vsetky n plati asn = 2a,. Dokazte nasledujice tvrdenia:

a) Ak mdme danu darovnii postupnost a prvocislo p > ai, tak existuje ¢len postupnosti,
ktory je delitelny p.

b) Pre kazdé prvocislo p > 2, existuje ¢arovna postupnost, ktorej Ziaden ¢len nie je delite-
Iny p.

Riesenie. a) Ukazeme, Ze existuje p-Clennd aritmetickd podpostupnost s diferenciou mensou
ako p. KedZe p je prvocislo, ¢leny postupnosti budt mat (po dvojiciach) rozne zvysky po deleni
p (dokaz je trividlny - sporom), preto nejaky z nich musi byt delitelny p - ¢im bude dokaz hotovy.

Pozrime sa na najmensi rozdiel dvoch po sebe iducich c¢isel v postupnosti, ozna¢me si ho d,
nech je medzi a; a a;+1. Kedze 2Fa; = Aok, @ 2ka; 41 = Aok (i41)) plati:

2kd = 2k(“z’+1 —a;) = Aok (j41) — Ggki = (a2k(i+1) - a2k(i+1)—1) +-+ (“2’%+1 — Ggky)

Kedze d je najmensi rozdiel po sebe idicich ¢isel v postupnosti, kazdy z rozdielov je aspon
d. Kedze je ich 2, musia byt vetky rovné d. Tvoria teda aritmetickti postupnost dizky 2% s
diferenciou d. Kedze d < a2 — a1 < p, ak zvolime k dostato¢ne velké (napr. k = p), ziskame
hladanti aritmeticktt podpostupnost dizky (aspoti) p.

b) Ukazeme, ze postupnost a, = 2llogan] + pn je éarovna postupnost v ktorej ziaden ¢len
nie je delitelny p.

Dané postupnost je rastica, any1 = 2llog2(n+1)| 4 p(n+1) > 2llogan] 4 pn+1) >
QUOQQ"J +pn = an.

Dané postupnost je ¢arovna, lebo plati aj ag, = 2lle92(2n)] 4 p(2n) = 2llogan]+1 4 opn —
2an.

Ked#e p je neparne prvoéislo, a, = 2L092n) 4 pp = 2llogan] (mod p) # 0 (mod p), teda
ziaden ¢len nie je delitelny p.

Postupnost s danymi vlastnostami existuje.

(Slavomir Hanzely)

Uloha C2. Vo vrectisku jen bielych an c¢iernych lopticiek, ktoré st oc¢islované ¢islami od 1 do 2n
(kazdé je pouzité prave raz). Hrame nasledujicu hru: V kazdom tahu vyberieme (nahodne) jednu
lopti¢ku z vrectiska a umiestnime ju na st6l pred sebou. Potom, ak chceme, mézZeme zobrat zo
stola jednu ¢iernu a jednu bielu lopti¢ku a vyhodit ich do koSa. Za to ziskame pocet bodov, ktory
je rovny absoltitnej hodnote rozdielu ¢isel na tychto dvoch loptickach. V kazdom tahu mézeme
zahodit najviac jednu dvojicu lopticiek. Néjdite najvacsi mozny pocet bodov (v zévislosti od n),
ktory moézeme s istotou ziskat po 2n tahoch bez ohladu na to, aké lopticky tahame a ako st
ocislované.

Riesenie. Lopticky budeme zahadzovat nasledujucim spésobom: vzdy zahodime taka dvojicu,
z ktorej jedna lopticka bude mat ¢islo ,,malé“, t.j. od 1 po n a druhd bude mat ¢islo ,velké“, t.j.
od n + 1 po 2n. Takto budi vo vyslednom sucte vSetky malé ¢isla s minusom a vsetky velké s
plusom, ¢&ize vysledné skére bude n? (kto neveri, nech si to zrita).

po najvicsie. Ak si vezmeme skupinu mensich ¢isel a oznacime si ich zaradom ako a1, a2,...,an
tak vieme povedat, Ze uréite plati:a; > 1,a2 > 2,...,an > n, ¢iZe ich stdet je aspont 1 +2+ 3+
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velké a jedno malé ¢islo, aby sme dostali ¢o najvacsi sucet

Teraz si ukadzeme, ze tento sucet vzdy vieme dostat. Nasa stratégia bude nasledovna: v
prvych n tahoch nebudeme zahadzovat ziadne lopticky. V kazdom dalSom tahu v8ak uz zahodime
jednu dvojicu a to tak, ako sme uz popisali vyssie t.j. vzdy zahodime jednu mala jednej farby
a jednu velkti druhej farby. Ukézeme, ze v kazdom tahu dokdZzeme vyhodit jednu taka dobru
dvojicu.

Predpokladajme, Ze sa nam uz uspesne podarilo zahodit k& — 1 parov loptic¢iek. Ak sme si
teraz vytiahli dal$iu lopticku, tak mame na stole spolu n — k + 2 lopti¢iek. KedZze sme v kazdom
tahu ked sme zahodili lopticku zahodili prave jednu, ktora bola mald, prave jednu velkd, prave
jednu ciernu a prave jednu bielu, tak sme z kazdej z tychto skupin lopticiek zahodili k — 1 kusov,
¢ize na stole a vo vrecusku ich spolu ostalo n — (k — 1) = n — k + 1, ¢o je vSak viac ako pocet
lopti¢iek vo vrectsku, ¢iZe na stole musi byt aspon jedna ¢ierna, asponl jedna biela, asponi jedna
velkd a asponl jedna malé lopticka.

Ak mame na stole jednu ¢iernu velkt lopticku a jednu bielu malu lopticku, tak sme hotovi.
Ak nemame velku &iernu, tak kedZe tam ¢ierna musi byt, ako sme uz ukézali, tak tam bude
¢ierna mal4 lopticka. Kedze tam musi byt aj nejaka velka lopticka a z ¢iernej taki nemame, tak
tam je urdite biela velkd loptic¢ka. To znamené, Ze v tomto pripade mdZeme zahodit ¢iernu mala
a bielu velka lopticku. Ak nemame bielu mala lopticku, tak kedze tam biela musi byt, tak je
tam urcite biela velkd a kedZe tam musi byt nejakd mala lopticka, a biela taka nie je, tak tam
musi byt ¢ierna malé. Tieto dve zahodime a sme hotovi. To znamend, ze vzdy moézeme zahodit
dobrt dvojicu, a preto vieme vizdy dosiahnut skére n2.

(Laura Vistanova)

Uloha A2. Nech n je dané prirodzené é&islo a ai,asg,...,an € {0,1,...,n}. Pre prirodzené
¢islo j (1 < j < n), definujeme b; ako pocet takych indexov i, ze a; > j. Napriklad, ak n = 3
aa; =1 ,a2 =2, a3 = 1, potom by = 3, by = 1, b3 = 0. Dokazte, ze pre vsetky prirodzené k
plati:

n n
E i+ aI E i+ b;)
i=1 i=1
Riesenie.  Zaéneme tym, ze dokdZzeme jednoduchd pomocnt nerovnost:

> (a+7)F+(b+i)k.

Lema. Necha > b,i > j st nezdporné redlne cisla. Potom (a+i)F4(b+4)F

Dékaz. Ak oznacime a+j= X, b+i=Y, pricom BUNV X > Y. Dalej, nechi—j=d > 0.
Teraz nerovnost prepiseme na tvar (X + d)* + (Y —d)* > X* +Y*. Po rozndsobeni pomocou
binomickej vety a odéitani X* 4+ Y* dostaneme

Lt PN . . .

3 (,)d’(Xk_l +YkE=i(—1)%) > 0.

i=1 !

Tdto nerovnost viak trividlne plati, kedZe X > Y, a teda kazdy clen je nezdporny.

Véimnime si, ie ak vymenime hodnoty a; aaj, pre nejaké ¢ j, tak sa hodnoty b-¢ok nezmenia.

a prava strana sa nezmeni. Zrejme po 1stom pocte tychto krokov (vymienani dvojic a; a a; s
a; > aj a i > j) sa dostaneme do situacie ked a1 > az > --- > an. Hodnota lavej strany
dokazovanej nerovnosti sa zmensila alebo zostala zachovand a prava sa nezmenila. Preto je
zrejmé, ze staci, ak nerovnost dokdzeme pre tento pripad - ak a1 > a2 > -+ > an.
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V skuto¢nosti ukdzeme viac nez dant nerovnost. Ukdzeme, Ze v tomto pripade nastéva

rovnost a to tak, Ze ukazeme, ze neusporiadané n-tice a1 + 1,...,ap +n a by +1,...b, +n st
rovnaké. Ukdzeme si dva sposoby ako to ukédzat.

Prvy bude dékaz indukciou vzhladom na stcet a; + -+ -+ an. Ak a1 = --- = ap, = 0, tak aj
by = --- = by, takze to plati. Dalej predpokladajme, Ze to plati pre vietky stéty mensie ako aj +
-+ +an. (V skuto¢nosti ndm bude stadit o 1 mensi, ale tak ked mozeme predpokladat platnost pre
vSetky mensie, tak preco nie.) Najdime index m taky, ze a1 = a2 =+ = am =k a am41 <k,
pre vhodné k. Taky index i vzdy existuje, okrem pripadu, ked a1 = a2 = -+ = a,. Vtedy
polozime m = n. Teraz vyuzijeme indukény predpoklad pre ai,...,am—1,0m — 1, am+1,...an.

Nech b/ st hodnoty b pre tto zmenent n-ticu (teda am, sme zmensili o 1). Jasne plati b; = b}
pre i #kaby =m, b =m—1

Teraz sa pozrime na n-ticu ¢isel tvaru a; + ¢. Vidime, Ze jedind zmena, ktord nastala ked
sme a,, zmensili o 1, je Ze namiesto a,, + m = k + m méame len k + m — 1. Tak isto, ked sa
pozrieme na ¢isla b; + i, tak jedinad zmena, ktord nastala je, ze namiesto by + k = m + k méame
m+k — 1. Avsak z indukéného predpokladu vieme, Ze po nahradeni ¢isla k +m ¢éislom k+m — 1
dostaneme rovnaké n-tice. To vSak nutne znamena, ze aj pred tym sme mali rovnaké n-tice, ¢im
je dokaz indukciou ukonceny.

Druhy dékaz bude ,nahlédnutim®. Ak v §tvorcekovej sieti zafarbime vedla seba n stipéekov
stvorcekov, pri com v prvom zafarbime a1 a v poslednom an,, tak je zrejmé, ze ak sa pozrieme
na pocty Stvorcekov v jednotlivych riadkoch, tak to st prave by az b,. Teraz nakreslime loment
&iaru z bodu [0, n] do [n, 0], pricom ideme po hranici zafarbenej oblasti. Vidime, zZe sa sklada z
n vodorovnych a n zvislych tsekov.

A teraz kltcova myslienka. Oto¢me obrazok o 45° a pozrime sa na ,vysku“, v ktorej sa
nachadzaju jednotlivé ¢iary, pri ¢om nulova vyska je v bode [0,0]. Lahko si mézeme vSimnat,
ze prislusna vyska je prave a; + i pre vodorovné ¢iary a b; + i pre zvislé ¢iary. No a kedze ¢iara
zacina a konc¢i v rovnakej vyske tak v kazdej vyske musi byt rovnaky pocet tsekov ktoré idu
jednym smerom ako druhym. A to je vSetko.

V kazdom pripade je nerovnost dokézan4.

(Martin,Vodka“ Vodicka)

Uloha G2. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Nech E, F lezia na strandch AC, AB, pri ¢om
ich vzdialenost od stredu BC je rovnaka. Nech P # A je druhy prieseénik kruznic opisanym
trojuholnikom ABC, AEF. Doty¢nice v bodoch E, F k opisanej kruznici trojuholnika AEF sa
pretinaju v bode K. Dokézte, ze |[<IKPA| = 90°.

Riesenie. Vycuc z rieSenia Toméasa Sasika:

Oznaéme S stred strany F'E a O stred kruznice opisanej trojuholniku F'EA. Nad tetivou FE
mame rovnost obvodovych uhlov <FAFE a <FPE. Nad tetivou PE mame rovnost obvodovych
uhlov <EFP a <FEAP. Tento uhol sa nam cez obvodové uhly nad tetivou PC prenesie az na
uhol <PBC. Z rovnosti dvoch uhlov v dvojici trojuholnikov mame podobnost trojuholnikov
FPE a BPC. Preto bod P je stredom Spirdlovej podobnosti zobrazujucej tisecku F'E na BC.

V tejto Spirdlovej podobnosti sa ndm zobrazi aj bod S na bod M. Uvedomme si teraz, ze
body K, M,S a O lezia na jednej priamke, pretoze vSetky lezia na osi strany F'E (pre kazdy
si individualne rozmyslite preco). Zo Spiralovej podobnosti (tej, o ktorej sme sa bavili) dalej
vyplyva rovnost uhlov <CEP a <M SP, ¢o sa dé cez susedné uhly pretransformovat na rovnost
<PSO a <PEA. Uhol tejto velkosti je aj <PF A, nakolko je obvodovy s <PFEA vzhladom na
tetivu AP v kruznici opisanej trojuholniku FAE.

Teraz si vS§imnime nieCo z iného stidka. Bod K je priesecnik doty¢nic kruznice opisanej
trojuholniku FFPE v bodoch F' a E. O bode K na zaklade tychto faktov a viet o symedianach
vieme povedat, Ze lezi na symediane trojuholnika PF E prechidzajicej bodom P. Z tohto faktu
vyplyva rovnost uhlov <K PFE a <SPF.
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Pozrime sa teraz na trojuholnik PSF'. Uhol <OSF je pravy, preto plati: |[<PSO|+|<FPS|+
|<EFP| = 90°. Teda, oéividne |[<PFA| + |[<EFP| =90° — |[<FPS|. Ale uhly <EFP a <PFA
tvoria spolu uhol <EF A. Z faktu, Ze stvoruholnik FEPA je tetivovy vieme povedat: |[<EFA| =
180° — |<EPA|. Zaroven |<EPA| = |[<KPA| + |<KPE)|. Takze mame: |[<KPA| = |[<EPA|—
|[<KPE|=180° — |[<EFA| — |[<FPS| =180° — |[<PFA| — |[<EFP| — |<FPS| =90°. Tym sme
prosim pekne vyhrali.

(Peter ,, Pedro“ Stkenik)



