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RieSenie 4. série
Uloha A4. Nech a,b, ¢ st kladné reédlne c¢isla. Dokazte, Ze plati

(a+b+c)*(ab+be+ ca)® < 3(a® +ab+ b2) (v? +bc+02) (¢ +ca+ a?)

RieSenie. Zavedme si Standardné znacenie
Z a®b¥c® = a®b¥c® + a®b*c? + a¥bc® + a¥bc” 4 a®b Y + afbYc” = [z, vy, 2]
sym
Tu si treba dat pozor, Ze potom plati napr.
1
3 Z ab?c? = Za3b202 =a®b?c? + a?b3c? + a?b?B #£ Z a’b?c?.
sym cyc sym
Ked teraz roznasobime celt nasu nerovnost, dostaneme
[4,2,0]4+[4,1,1]+[3,3,0148[3,2, 1]+ 32,2, 2] < 3[4,2,0]+3[4,1,1]+3[3,3,0]+6[3,2, 1]+3[2,2,2].
Po odcitani rovnakych ¢lenov z nej zostane iba
2[3,2,1] +[2,2,2] < 2[4,2,0] + 3[4,1,1] + [3,3,0].

Jedna z najucinnejsich zbrani na symetrické polynomické nerovnosti nezapornych ¢isel je Muir-
headova nerovnost!, podla ktorej plati

2[27 37 1] S 2[47 27 0]7

112,2,2) < 1[4,1,1],
112,2,2] < £[3,3,0].

Jednoduchym scitanim dostaneme to, ¢o sme chceli. Pretoze sme pouzivali iba ekvivalentné
dpravy, dok4zali sme aj pdvodnii nerovnost.

Pozndmky opravujiceho. Uloha bola jednoducha, ¢o sa nastastie odzrkadlilo aj na poéte spréav-
nych rieseni. Takéto rieSenie ma byt akasi povinna jazda, resp. ,default skill“ skusenejsich rie-
gitelov. Muirheadovu nerovnost a pracu so symetrickymi vyrazmi si urcite osvojte, lebo sa vam

este neraz zidu. (Filip Sladek)
Uloha C4. Nech (ao,ai,-..,an) je preusporiadanie ¢isel 0,1, ...,n. Tahom nazyvame vymenu
c¢isel a; a aj, ak st sucasne splnené podmienky a; = 0, i@ > 0 a a;—1 + 1 = a;. Pre ktoré
n sa da koneénym podétom tahov z usporiadania (1,n,n — 1,...,3,2,0) vyrobit usporiadanie
(1127"'7”70)?

Riesenie. Usporiadanie (1,2,...,n,0) nazvime trefné. Ak n = 1 alebo 2, tak vidime, Ze pocia-
to¢né usporiadanie je trefné. Predpokladajme teraz n > 2. Ak n je parne, tak po "52 tahoch
dostaneme usporiadanie zaéinajuce 1,n,0,.... V tomto usporiadani uz nie je mozny dalsi fah a

ani nie je trefné. Preto n musi byt neparne.

Usporiadanie nazvime (s, t)-schodisko ak s je prirodzené, ¢ je celé nezdporné a st splnené
podmienky

e usporiadanie zacina ¢islami 1,2,...,s — 1,0,

e potom sa v nom striedaju t-tice a s-tice ¢isel, z ktorych kazda obsahuje najvicsie dovtedy
nepouzité ¢isla zoradené vzostupne.

LAk ju nepoznés, kukni http://mks.mff.cuni.cz/archive/29/9.pdf.
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Ak s+t | n+ 1 a zaroven t > 0, tak po ’;—Ll tahoch z (s,t)-schodiska dostaneme
(s +1,t — 1)-schodisko. Opakovanim postupu dostaneme (s + t,0)-schodisko. Nech s | n + 1.
Potom ak 2s { n + 1, tak z (s, 0)-schodiska po ”T'H — 2 tahoch dostaneme usporiadanie, ktoré
nie je trefné a zaroven uz nie je mozny dalsi tah. Ak 2s | n + 1, tak (s, 0)-schodisko je zéroven
aj (s, s)-schodiskom. Z (s, s)-schodiska dostaneme po koneénom pocte tahov (2s,0)-schodisko.
Teraz sme pripraveny dokazat, ze ak n > 2, tak n + 1 = 2" pre r prirodzené. Kedze n + 1
je parne, mozeme ho napisat ako n 4+ 1 = 27¢, kde ¢ je neparne. Po %=1 tahoch dostaneme
z povodného usporiadania (2, 0)-schodisko. Ak r > 1, tak po kone¢nom pocte tahov dostaneme
(27, 0)-schodisko, lebo 2% | n 4+ 1 pre k € {1,2,...,7 — 1}. Ak ¢ = 1, tak naSe schodisko je trefné
usporiadanie. Ak g > 1, tak po ¢ — 2 tahoch vznikne usporiadanie, kde n je nalavo od 0 a nie je
trefné. Teda trefné usporiadanie sa da kone¢nym poctom tahov ziskat iba pre n = 2, alebo ak
n + 1 je mocninou 2. (Ondrej Kovac)

Uloha G4. Nech ABCD je stvoruholnik vpisany do kruznice k, body E, F, G, H st stredy
oblikov AB, BC, CD, DA kruznice k, ktoré neobsahuji zvysné body, a plati |AC| - |BD| =
|EG| - |FH|. Dokazte, ze priamky AC, BD, EG, FH sa pretinaju v jednom bode.

Riesenie (podla Martina Vodicku). Body EFGH tvoria v tomto poradi tetivovy Stvoruholnik,
preto Ptolemaiova veta hovori, ze

|EG| - |FH| = |EF| - |GH| + |FG| - |HE|.

Ozna¢me r polomer kruznice k a velkosti uhlov |<BAD| = a a |[XABC| = . KedZe na kruznici
k je H stred obluka AD, na ktorom nelezi B, tak HB je os uhla ABD; obdobne GB je os uhla
CBD. Teda |[<HBG| = %|<IABC| = [3/2. Z predchadzajiceho moézme pouzitim sinusovych viet
vyjadrit dlzky

|AC| = 2rsin |BD| = 2rsina
\GH\:2rsin§ |EF|:2rsin7r;5
|FG\:2rsin% \HE|:2rsinﬂ-7a

Po dosadeni tychto vztahov postupne dostéavame

|EG| - |FH| = |EF| - |GH| + |FG| - |HE| = % sin # sing +4r%sin - g @ sin% -

= 4r? cos g sin g + 472 cos % sin % =2r%sin B + 2r?sina,

Ly Sl . B 8 _ .
pri¢om sme vyuzili, Ze 2sin 5 cos § = sin 3.

Takisto dosadenim obdrzime
|AC| - |BD| = 4r? sin asin .

Vdaka nenulovosti r mdézme predelit a podmienka zo zadania sa redukuje na ekvivalentn

podmienku

2sin asin 8 = sin a + sin 8.
Zrejme «, 8 € (0,7), a preto sina,sin 8 € (0, 1). TakZe sinasin 8 < sin o, a takisto sinasin 8 <
sin 5. S¢itanim tychto nerovnic dostavame

2sinasin 8 < sin« + sin 3.
Rovnost nastane iba ak bude rovnost v oboch ¢iastkovych nerovniciach, a to je prave vtedy,
ked o = g = f3. Preto ABCD je vidy obdlznik a tvrdenie zo zadania trividlne plati, dokonca
hladany spoloény priesecnik je stred kruznice k.

2



1. roénik, 2011 /2012 Medzindrodny korespondenény seminar iKS

Pozndmky opravujiceho. Vsetky poslané riesenia mali ti istt Struktiru: objavit osi uhlov,
sinusovou vetou vyjadrit dlzky, dosadif do podmienky v zadani a analyzovaf goniometrickii
rovnicu. Podla vyberu uhlov ste sa dopracovali k viac ¢i menej elegantnejSim rovniciam, ktoré
nebolo celkom lahké doriesit. Za zmienku stoji rieSenie Stépana Simsu, ktory vdaka konkavnosti
funkcie sinus na intervale (0, 7) vyhodne pouzil Jensenovu nerovnost. (Filip Sladek)

Oloha N&. Nech p > 5 je prvocislo an = 22=1. Ukéste, 7e n deli 2 — 2.
Riesenie. Ponajprv n je celé ¢islo, pretoze
227 _1=4P -1=1P-1=0 (mod 3).

Nasim cielom bude ukézat n | 227 — 1 a 2p | n — 1.

Zo zadania 3n = 22P — 1, takze n | 22P — 1, ¢o vieme inak zapisat ako

22 =1 (mod n). (1)
Vyuzitim Malej Fermatovej vety mame
pl4PTl—1=2%"2
p|22P72 12?7 —4=3(n—1).

Lahko si vSimneme, Ze n je neparne, preto 2 | n — 1. KedZe p je prvocislo vicésie ako 3, tak
(p,3) = (p,2) = 1. Z tychto pozorovani priamo dostdvame p | n — 1, a hned aj 2p | n — 1. Preto

existuje nejaké celé ¢islo k také, ze
k-2p=n—1. (2)

Nakoniec ddme dokopy vSetko, ¢o uz mame (vyuzijeme (2) a (1)):
m —2=2(2" 1 —1) =2(2F%® —1) =2((22)F —1) =2(1* = 1) =0 (mod n).
Teda n | 2™ — 2, ¢o sme mali dokazat.

Poznamky opravujiceho. Mnohi z vas sa s tlohou elegantne vysporiadali. Drviva vécsina rieseni
sa uberala rovnakou cestou ako vzorak, az na malé technické odlisnosti. Za zmienku stoji riesenie
Roberta Navrdtila, ktory si v§imol, Ze zadanie plat{ pre lubovolné prirodzené ¢islo z > 1, prvoéislo

2
2-7=1 Toto zovieobecnenie som ocenil bodom naviac. (Matus Stehlik)
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