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ResSeni 3. série

Uloha C3. Rovnostranny trojuhelnik o strané délky n je vyplnény jednotkovou trojuhelnickovou
miizkou. Uzaviena lomena cara vede podél této mrizky a kazdy vrchol mfizky potka pravée
Jjednou. Dokazte, ze tato ¢dra alespori (n + 1)-krat zahne do ostrého uhlu.

Reseni. Nejdiive si uvédomime, ze pro n = 1 tloha plati trividlné, dale budeme piedpokla-
dat n > 2. Obarvéme si na ¢erno trojuhelnicky, které jsou otodené Spickou nahoru (tak jako na
obrazku).

Viimnéme si, Ze kazdy tsek ¢ary vede podél pravé jednoho z téchto trojihelnickt. Zadny
z nasich trojihelnickt nebude sousedit vSemi tfemi stranami s nasi ¢arou, protoze pak by byla
¢ara uzaviena jen kolem tohoto malého trojuhelnicku. Ozna¢me si pocet ¢ernych trojuhelnicki,
které maji s ¢arou spole¢nou jen jednu (resp. dvé) strany ai (resp. a2). Pak si mizeme délku ¢ary
vyjadrit jako a1 +2ag. Navic vime, Ze a1 + a2 je maximalné tolik, kolik je Cernych trojahelnickt.
Téch je 1 + 2+ -+ + n (pocitame je po Fadcich). Vime tedy a1 + a2 < 142+ -+ + n. Navic
¢ara je tak dlouhd, jaky je pocet bodu, které obsahuje. Opét je spocitdme po fadcich a je
jich142+---+ (n+1). Vime tedy

1424+ n+1)=a1+2a2=az+ (a1 +a2) <az+1+2+---+n,
az >n+ 1.

Existuje tedy alespont n+ 1 Cernych trojuhelnicki, kde cara prochazi kolem dvou jeho stran.
Ale na téchto mistech se ¢ara lame do ostrého tthlu. Ostrych uhlu je proto alespon n + 1.

Poznamky opravujictho. Vétsina feseni postupovala podobné jako to vzorové. Néktefi zapo-
mnéli zvl4st okomentovat pfipad n = 1, kde jim jejich feSeni nefungovalo, za coz ptisli o jeden
bod. Resitelé, ktefi se snazili postupovat jinak, vétsinou feseni nedotahli dokonce. Nékteii tvdili,
ze v kazdém Fadku musi byt ostry thel (coz neplati), jini se snazili rozebrat vSechny moznosti,
jak ¢ara povede (coz se ukdzalo jako neredlné). Jediny, kdo jiny postup dotdhl do konce byl
Eduard Batmendijn, jehoz feSeni se ale protahlo na pét stranek. (Stépan Simsa)

Uloha G3. Ctyfstén ABCD mé tu vlastnost, ze soucet obsahit stén ABC a ABD je stejny
Jjako soucet obsahu stén CDA a CDB. Ukazte, ze stiedy hran AC, AD, BC, BD a stred koule
vepsané lezi v jedné roviné.
Proni teseni. Nato¢me ctyfstén tak, aby hrany AB a CD lezely ve svislych rovinach p, 7
(pfedstavujme si p ,vlevo“ a 7 ,vpravo®).
Mnozina stfedt Gsecek RT', kde R € pa T € T je zfejmé svisla rovina lezici presné v poloviné
mezi p a 7. Nazvéme tuto rovinu o. Stfedy hran AC, AD, BC, BD vSechny patii do roviny o.
Oznacme I stied koule vepsané a r jeji polomér. Hranatymi zédvorkami zna¢me objem, resp.
obsah, a zaméfme se na souéet objemt [ABCI| + [ABDI]. Jelikoz [ABC| + [ABD] je rovno
poloviné povrchu ¢tyfsténu, mame

[ABCT) + [ABDI] = L(IABC] + [ABD]) = %[ABC’D}.
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Oznacime-li pismenem J prisecik roviny ABI s hranou CD (fezem ¢ty¥sténu rovinou ABIT
je tedy trojihelnik ABJ), mizeme vyjadiit tentyz soucet objemit pomoci obsahu spoleéné stény
ABI jako
[ABI)]

3
kde |W, XY Z| znadi vzdélenost bodu W od roviny XY Z. Objem celého ¢tyfsténu ale lze vyjadrit
jako [ABCD] = 1[ABJ](|C, ABI| + |D, ABI|). Porovnanim dostavame [ABI] = 2[ABJ]. Bod
I tedy lezi v poloviné J-vysky trojuhelnika ABJ, a tedy také lezi v roviné o.

[ABCI| + [ABDI] = (IC, ABI| + |D, ABI),

Druhé teseni. Ked dojde zasoba trikov, zavedeme barycentricky soufadnicovy systérrﬂ
A=(1,0,0,0),B=(0,1,0,0),C = (0,0,1,0), D = (0,0,0,1).

Stfedy hran AC, AD, BC, BD maji potom postupné souradnice

1 1 1 1 11 1 1
S = 7701770 S = 7107077 7S = 0771770 S = 077077
ac = (3:0.5:0) 8ap = (5:0.0.3 ) 5ne = (0.5.5.0) 550 = (0.5.0.5)

a stfed koule vepsané ¢tyisténu ABCD mé soufadnice
I = ([BCD]/S,[ACD]/S,[ABD]/S,[ABC/S),

kde [XY Z] znaéi opét obsah trojuhelnika XY Z a S znadi povrch &tyfsténu ABCD.

Obecna rovnice roviny v prostoru méa tvar ax + By + vz + dw = 0, kde «, 8,7, € R jsou
parametry. Staci si tedy tipnout rovinu s rovnici z +y — z — w = 0 a dosazenim ovéfit, ze
vSech pét pozadovanych bodu v ni lezi. U stfedd hran je to jasné (vzdy se odeéte polovina s
polovinou), u bodu I vyuzijeme zadanou podminku [ABC] + [ABD] = [ACD] + [BCD].

Poznamky opravujictho. VétSina spravnych feSeni se vice podobala tomu druhému vzorovému.

Jinak znéate takovou tu ulohu, kde se chce dokazat, ze vepsisté tecnového ctyiuhelniku lezi

na pifimce skrz stiedy jeho thlopti¢ek? Tu, jak se tam pouzije, ze jsou-li dany usecky AB a CD,

pak mnozina bodu X takovych, Ze soucet (orientovanych) obsaht [ABX]+ [CDX] je roven dané

konstanté, je pfimkﬂ, a pak si cloveék uz jen vSimne, Ze pro vepsisté i stfedy uhlopficek je ten
soucet roven %[ABCD]? A dokézali byste néco podobného provést ,,0 tiroven vys“?

(Pepa Tkadlec)

Uloha A3. Jsou ddna realns éisla r1,%2,...,Tn. Ukazte, Ze pro kazdou neprazdnou podmnozinu
M cC {1,2,3,...,n} plati nerovnost

(in)QS Z i+ +x5)2.

ieM 1<i<j<n

Reseni. Nejprve u¢inime nékolik pozorovani, kterd nam umozni tlohu zkonkrétnit. Mé&jme li-
bovolnou n-tici realnych ¢éisel A = (z1,22,...,2n). Oznaéme X mnozinu {x;,¢ € M}. Slovem
interval budeme oznacovat sumu x; + -+ 4 ; pro néjakd 1 < i < j < n.

(i) Pokud se v A vyskytuje nula, miZeme ji smazat, ¢imz dostaneme (n — 1)-tici, pro kte-
rou mé nerovnost opét platit. Smazanim nuly jsme levou stranu neovlivnili, zatimco na pravé
jsme vynechali nékolik &tverct intervalt (zac¢inajicich nebo koncicich nulou). Proto nam staci
nerovnost dokazat pro n-tice bez nuly, opakovanim Gvahy bez nul.

1Pro dvoudimenzionalni obdobu viz napiiklad druhy sbornikovy piispévek dostupny na
http://iksko.org/files/sbornik2.pdf.
2Jasné, ,vie je linearni“.


http://iksko.org/files/sbornik2.pdf

3.roénik, 2013 / 2014 Mezinarodni korespondenéni seminar :KS

(ii) Pokud dokdzeme platnost nerovnosti pro tu indexovou podmnozinu M C {1,2,...,n},
pro kterou je absolutni hodnota sumy ;. ,, #; nejvétsi mozna, bude uz nerovnost platit i pro
vSechny ostatni a budeme hotovi (prava strana na M nezavisi). Toho dosdhneme zfejmé volbou
bud pravé vsech kladnych, nebo pravé vsech zapornych z;. Je vidét, ze zména znamének vsech
&isel z; nerovnost nezméni, ¢ili mizeme BUNO piedpokladat, Ze véechna, ¢isla v X7 jsou kladna.

(iii) Pokud se v dané n-tici vyskytuji dvé sousedni ¢isla se stejnym znaménkem, mizeme
je 7slit”do jednoho (z;, ;41 — x} = z; + x;41), ¢imz dostaneme novou (n — 1)-tici takovou,
7e z platnosti nerovnosti pro ni plyne platnost nerovnosti pro ptivodni n-tici (levd strana se
nezménila, protoze ¢isla se stejnym znaménkem bud obé jsou, nebo obé nejsou v X/, a prava
strana se zmensila o ¢tverce téch intervald, které obsahuji pravé jedno z &isel z;,x;41). Po
?sliti” dvou sousednich ¢isel pochopitelné viechna x; preindexujeme od 1 po n — 1 za zachovani
potradi a M zménime tak, aby X, obsahovala zase vsechna kladné z;.

(iv) Pokud je prvni nebo posledni &islo z A zaporné, mizeme je vynechat. Leva strana
zlstane, z pravé zmizi étvrece téch intervall, které zacinaly /koncily jednim z vynechanych &isel,
ostatni intervaly zstanou beze zmény - je dobré si uvédomit, ze tuto ivahu nemizeme pouzit
pro ¢isla, kterd nejsou na kraji A, protoze by doslo i ke zméné nékterych neodstranovanych
intervald.

Z téchto pozorovani plyne, ze stac¢i nerovnost dokézat pro n-tice s lichym n, které zacinaji
kladnym éislem, znaménka ¢&isel se postupné stiidaji a M = {1, 3, ...,n}. DokaZeme, Ze pro takové
n-tice plati identita (motivace ve videovzordku):

2
> (xi+...+:vj)2:(zzi> +2 > @i+ +25)°

1<i<js<n ieM 1<i<j<n;2[j—it+1

Z té jiz dokazovana nerovnost trivialné plyne. Interval, ktery ma sudy (resp. lichy) podcet
élentt budeme nazyvat sudy (resp. lichy). Identita vlastné ¥ikd, ze soucet ¢tvercii viech intervali
je roven ¢tverci souctu pres Xjp; plus dvakrat soucet ¢étverct vSech sudych intervalt. Protoze
leva strana je vlastné soucet ¢tverct vSech sudych a lichych intervall, po odecteni souctu ¢tverct
vSech sudych intervalt od obou stran dostaneme ekvivalentni rovnost

2
1<i<j<n;2|j—i eM 1<i<j<n;2[j—i+1

Tuto identitu roznasobime a ukazeme, ze vSechny vzniklé ¢leny se vyskytuji na obou stranach ve
stejném poctu, coz ziejmé implikuje jeji platnost. Jaké ¢leny po roznasobeni vzniknou? Vzhledem
k tomu, Ze se jednd o ¢tverce soultu x;, budou to pravé éleny zxz;, kde k,l € {1,2,...,n} (pro
k # 1 jsou to ¢leny 2zpx;, coz ndm ale nevadi, protoze dvojka se objevuje vidy). Tento ¢&len se
ve ¢tverci intervalu vyskytuje pravé tehdy, kdyz tento interval obsahuje obé &isla zj, i x;. BUNO
necht k < [. Pro index ¢ prvniho prvku intervalu obsahujiciho zpz; plati 7 < k. Podobné pro
posledni index j plati j > . Takovych intervald je tedy k(n — 1+ 1). MiZeme si je pfedstavit
jako Sachovnici o rozmérech k,n — [ + 1 (pole o soufadnicich (a,b) odpovida intervalu, ktery
zalind Cislem x4 a konéi xp). Je vidét, Ze po standardnim obarveni této Sachovnice (necht pole
odpovidajici intervalu od z1 do =, je bilé) budou liché intervaly bilé a sudé intervaly budou
¢erné. Pokud je alespon jeden rozmér Sachovnice sudy, je pocet ¢ernych a bilych poli stejny, ¢ili
i pocCet sudych a lichych intervalti obsahujici nase dva cleny je stejny. To je v souladu s nasi
identitou, protoze suma pies M obsahuje pouze ¢leny s lichymi indexy (plati n —1+1 =1 (mod
2). Pokud jsou oba rozméry liché, je bilych poli o jedno vice nez ¢ernych (tzn. sudych intervald
je o jeden méné). Dale to znamenad, ze k, [ jsou lich4 &isla, takze k,l € M, ¢ili chybéjici ¢len na
pravé strané doplni suma pres M. Dokazali jsme, Ze kazdy Clen se po roznasobeni vyskytuje na
obou stranach ve stejném poctu, ¢ili rovnost plati.

Pozndmky opravujictho. Vsech osm doslych feseni bylo spravné, vyskytly se pouze drobnosti v
cené do jednoho bodu. Nerovnosti jsou sice klasickou oblasti olympiadni algebry, ale tentokrat

3
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slo hlavné o zjednoduSeni a vhodnou kombinatorickou manipulaci s dosti divokymi sumami.
Objevilo se relativné hodné riznych pristupt. Nejcastéji resitelé objevili identitu ze vzorového
feSeni, ale potom nevyuzili triku s Sachovnici a museli pocCty ¢lent celkem pracné vyjadiovat.
Nékolikrat doslo na indukci nebo na vyjadfovani pomoci souétia S(n) = z1 + ... + . Nakonec
nas ale jeden fesitel presvédcil, Zze se opravdu jednalo o algebru - Bui Truc Lam tspésné pouzil
Cauchy-Schwarzovu nerovnost. (David Hruska)

Uloha N3. Naleznéte viechna prirozena cisla n, pro ktera maji ¢isla n a 2™ + 1 stejnou mnozinu
prvociselnych déliteli.

Reseni. Na tivod si rozmyslime ¢tyfi malé tvrzeni. Prvni z nich by mélo byt vidét, druhd dvé
jsou zndma a ¢tvrté neni prekvapivé.

Lemma. Pokud a, b jsou lichd ¢isla takovd, 3e a | b, pak 2% 4+1]2° +1.

Dikaz: Pro kazdé liché k plati zndmy rozklad
A* 4+ B¥ = (A+ B)(AF! —A* 2B 4 ... — ABF~2 4 Bk,

Nase lemma nent nic jiného nez jeho primy dusledek pro A = 2%, B =1 a liché &islo k = % O

Lemma. Oznaéme ord nejmendi prirozené éislo, pro které plati 2°'d = 1 (mod p) (tzv. 7dd
prvku). Potom pro kaZdé prirozené &islo m, pro které 2™ =1 (mod p) plati ord | m.

Dikaz: Pro spor predpokladejme, Ze existuje m = k-ord+1, kde l je nenulovy zbytek po délent
&islem ord, takové, Ze 2™ =1 (mod p). Potom je

1=2m =kord+l = 1k .9l (mod p),
tedy 2! =1 (mod p) pro | < ord, coz je spor s minimalitou ord. O

Lemma. Rovnice 3% — 2% = 1 md v prirozengch éislech pouze trividini feieni a = b =1 a
a=2,b=3.
Diikaz:  Viimnéme si, Ze pro b > 2 je a nutné sudé, protoze je 2° +1 =1 (mod 4). Dostdvdme
a=2c, c €N, a ndasledné

20 =32 —1=(3°-1)(3°+1).
Cisla 3¢ — 1, 3¢ + 1 se lisi o 2, takZe pokud to mejsou zrovna c¢isla 2 a 4, nemohou bijt obé
mocniny dvojky. Pripad 3 —1 =2 da c=1 a posléze a =2, b = 3. O

Lemma. Pro kazdé prvocislo ¢ > 3 ma cislo 29 + 1 prvociselného délitele vétsitho nez q.

Dikaz: Uvazujme prvociselného délitele p | 29 + 1. Potom je 29 = —1 (mod p). Nasim velmi
nepfesné tedenym pldnem je, Ze ord bude skoro délitel ¢ (—1 namisto 1 by snad nemusela hrdt
velkou roli), tedy nejspis bude ord = q. Zdroveri ale z malé Fermatovy véty vime, Ze 2P~1 = 1
(mod p), takze ord | p — 1. To by znamenalo, Ze ¢ = ord < p — 1, takZe p by bylo vétsi prvodislo
nez q. Zpresnéme nase myslenky.

Protoze je 29 = —1 (mod p), je 229 = 1 (mod p). Z lemmatu 2 vypljvd, Ze ord | 2q, co?
znamend, Ze ord je jedno z c¢isel 1, 2, q, 2q. Predpokladejme, Ze se ndm podari vyloucit prunt
dva pripady. Pak je ¢ < ord. Z malé Fermatovy véty a lemmatu 2 dostdvdme ord | p — 1, tedy
q < ord < p— 1. Ukdzali jsme, Ze prvocislo p je vétsi nez q.

Zbyjvd dokdzat, Ze ord neni 1 nebo 2. Pripad ord = 1 by znamenal, Ze 2 =1 (mod p), coZ
pro Zddné prvoéislo p neplati. Piipad ord = 2 znamend, ze 22 = 1 (mod p), tedy p = 3. Jingms
slovy pokud md ¢islo 29+ 1 prvociselného délitele vétsitho nez 3, pak uz je tento délitel vétsi nez
q. Pokud nemd, existuje prirozené a, pro néz 29 +1 = 3%. Z lemmatu 3 pak plyne q = 3, ale
my uvaZujeme jen q > 3, ¢imz je tento pripad vyloucen. O
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Za pouziti téchto lemmat konecné vyfesime ptivodni tlohu. Jisté je 2™ + 1 liché, takze jein
liché. Podle lemmatu 1 pro kazdého délitele d &isla n plati 2¢ +1 | 2" +1. Je-li d > 3 a prvodislo,
existuje podle lemmatu 4 vétsi prvocislo p takové, Ze p | 2¢ + 1 | 2™ + 1. Podle zadéni pak p | n.
To je ale divné, protoze ke kazdému prvocislu d > 3 umime najit vétsi prvocislo p | n. Pokud
neni n = 3%, k € N, pak specialné pro nejvétsiho prvociselného délitele d | n dostavame spor. V
ptipadé n = 3% zadani vynucuje 2" + 1 = 3%, a € N. Tato rovnice ma podle lemmatu 3 FeSeni
pouze n = 1 a n = 3. Prvni feSeni nevyhovuje, zatimco druhé ano.

Pozndmky opravujictho. Lemma 3 je specidlnim piipadem slavné Catalanovy hypotézy (téz
oznafovéana jako Mihdilescova véta, protoze az Mihiilescu ji v roce 2002 dokézal). Ta ¥ika, ze
dokonce obecné diofantické rovnice % — y® = 1 mé v pfirozengch ¢islech vétsich nez 1 jediné
feSeni, a sice pravé =3, a =2,y =2, b= 3.

Misto lemmatu 4 lze vyuzit specidlni pfipad jiné véty, tentokrat Zsigmondyho veéty. Ta
mimo jiné fik4, ze az na jedinou vyjimku plati, ze ¢islo a™ + b™, kde a, b nejsou obé jednicky,
maé alespoii jednoho unikétniho prvoéiselného délitele, ktery nedéli zadné z ¢isel a® + b*, kde
k < n. Tou vyjimkou je pravé &islo 23 + 13. S timto vysledkem je tloha pomérné snadné. Staci
vzit tohoto unikatniho prvoéiselného délitele p | 2 + 1. Z malé Fermatovy véty p | 2P~ 1 — 1,
takze p | 2 +2P~1 = 2P~ 1(2n—P+1 4 1), To je spor s Zsigmondyho vétou, pokud nejde pravé o
vyjimku n = 3.

Hodné spravnych feseni pouzilo Zsigmondyho vétu. Ostatni pouzivali podobné myslenky

jako vzorové feseni. Néktefi zkoumali, kdy nastava 2F = —1 (mod p). Neni tézké ukézat, ze
pokud je ord liché, tak nikdy, a pokud je ord sudé, pak pravé pro k = (21 — 1)%. Tyto Gvahy
také koncily uspésnym dikazem. (Pavel Salom)



