Uloha 1. Chceme napsat ¢islice 1 aZ 9 (kaZdou prdvé jednou) do tabulky 3 x 3 tak,
aby kazdy radek, sloupec i obé uhlopricky mély soucet délitelny deviti.

1. Dokazte, Ze cifra ve stredu musi byt délitelnd tremi.

2. Vyplite tabulku poZadovanym zpusobem s Sestkou ve stredu.

Riesenie. Vezmeme soucet obou thlopticek a prostiedniho sloupce a odeé¢teme sou-
¢et prvniho a posledniho radku. Tak dostaneme ¢islo délitelné deviti, do kterého jsme
zapocetli pouze prostiedni policko, a to pravé tfikrat. Trojnasobek prostifedniho po-
licka musi byt délitelny deviti, tedy ono samo musi byt délitelné tfemi. Tabulka s
Sestkou uprostied mutze vypadat tieba takto:
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Uloha 2. Dokaste, Ze pro libovolnd prirozend ¢islan, a1, as, ..., an, b1, ba, ..., by
je mozn€ zapsat soucin
o
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jako rozdil dvou ctverci (celych cisel).

Riesenie. Staci ukdzat, ze (a? — b%)(c? — d?) je mozné napsat jako rozdil étvercii —
zbytek plyne indukei. A skuteéns (a? — b?)(c? — d?) = (ac)? + (bd)? — (ad)? — (bc)? =
(ac + bd)? — (ad + bc)?. O

Uloha 3. Vepsand kruznice trojihelnika ABC se dotykd jeho stran BC, CA, AB
postupné v bodech Ay, By, Cy. Stredy usecek B1Cy, C1A1, A1B1 oznacme postupné
Ao, Bs, Cs. Dokaste, Ze kolmice ke stranam BC, CA, AB prochdzejici postupné
body Aa, Ba, Ca se protinaji v jednom bode.

Vv e

eficientem —2 se zkoumané pfimky zobrazi na kolmice prochéazejici body A, By, Cf,
které se protinaji ve stfedu kruznice vepsané trojuhelniku ABC. O



Uloha 4. Polynom az? + (¢ — b)x + (e — d) md rediny koven vétsi neZ 1. Dokate,
e i polynom ax* + bx3 + cx?® + dx + e md néjaky redlny koven.

Riesenie. Oznacme kofen prvniho polynomu r > 1 a druhy polynom p. Plati
p(EVr) = ar? £bryr +cr £dVr +e=Fbryr +br £dyr+d= (1% 7)(bc+ d).

Vzhledem k r > 1 maji 1 4+ /r a 1 — /r riznd znaménka, a tedy i p(y/r) a
p(—+/r) maji riznd znaménka a mezi —/r a \/r se tak nékde nachazi kofen p. [

Uloha 5. Méjme konecny systém riznych neprdzdnych konecnych mnoZin, z nichz
kazdé dveé maji neprazdny prunik. DokaZte, Ze po odstranéni jednoho prvku a vsech
mnozin, které jej obsahuji, je mozné obarvit zbyle prvky dvéma barvami tak, aby
kazdd zbyla mnozina obsahovala prvky obou barev.

Riesenie. Uvazme nékterou nejmensi mnozinu X. Jeden prvek z mnoziny X vyho-
dime, zbylé prvky mnoziny X obarvime ¢erné, vsechny ostatni prvky obarvime bile.
Z4adna zbyld mnozina nebude celd bil4, protoze kazda protinala X. Zadna nebude
celd Cerna, protoze zadna neni mensi nez X. ]



