Uloha 1. Ctverec 23 x 23 je pokryt ctverecky 1 x 1, 2 x 2 a 3 x 3 tak, e se Zdidné
2 neprekryvaji. Jaky nejmensi pocet ctverecku 1 x 1 byl pouZzit?

Reseni. Obarvime ¢&tverec jako Sachovnici, kterd méa ¢erné pole v rozich. Do bilych
poli napiseme 0. Do cernych 1 a —1 tak, aby 2 ¢erna pole sousedici vrcholem neméla
v sobé napsand stejna cisla. Pak soucet v zakrytych ¢tvercich ¢tvercem 2 x 2 je 0 a
¢tvereckem 3 x 3 je —3, 0, nebo 3. Soucet v nezakrytych polich je tedy invariantni
modulo 3, pokud nebudeme pouzivat ¢tverecek 1 x 1. Jenze souCet vSech c¢isel na
Sachovnici je 23, nebo —23. To neni délitelné 3, takze potfebujeme alespon 1 étve-
recek 1 x 1.

A jeden zaroven staci. Ze ¢tvercid 2 x 2 a 3 x 3 umime poskladat obdélnik 11 x 12 a ze
4 takovych obdélnikd umime vyplnit cely velky ¢tverec, kromé ¢tverecku uprostied,
kam umistime ¢tverecek 1 x 1. a tim jsme nalezli konstrukci pro 1 étverecek 1 x1. [J

Uloha 2. Najdi vsechna prirozend ¢isla n takovd, Ze n? | 3" + 1.

Reseni. Vyhovuje pouze n = 1. V&imneme si, Ze n musi byt liché. Kdyby bylo sudé,
tak 4 | n? | 3" + 1, coz ale nejde, protoze 3 neni kvadraticky zbytek modulo 4.
Predpokladejme platnost vyrazu pro néjaké n > 1, a necht p je nejmensi prvoci-
selny délitel n. Uz jsme vyloucili p = 2, zfejmé nemiize byt p = 3, takze p > 5. Plati
p| 3% —1=(3"+1)(3"—1). Nechf r je nejmensi piirozené ¢&islo, pro které p | 3" —1
(takzvany fad trojky modulo p). Pak r | 2n (zndmé tvrzeni o fadu, které ¢lovék
snadno dokéze tak, zZe jinak by 2n mod r bylo mensi ¢islo spliujici p | 3* — 1), ale
také podle Malé Fermatovy véty 7 | p — 1. Pak plati i r | ged(2n,p —1). Cisla 3! — 1
a 32 — 1 nemaji prvoéiselné délitele kromé 2. Takze r > 3 a gcd(2n,p — 1) > r > 3,
takze ged(n,p — 1) > 1. To je spor s tim, Ze p je nejmensi prvociselny délitel n. [

Uloha 3. V roviné je ddno n mnohothelniki. tak, Ze kaZdé 2 maji spolecny bod.
Dokaz, Ze existuje primka, kterd md spolecny bod s kazdym z téchto mnohouhelniki.

Resend. Promitneme si véechny mnohotihelniky na osu x a na ni si poznacime levy
a pravy krajni bod kazdého obrazu mmnohothelnika, pak pfimka kolma na osu =,
prochézejici nejmensim pravym krajnim bodem bude vyhovovat zadani. Aby mély
kazdé 2 mnohothelniky spoleé¢ny bod, tak pravy krajni bod jednoho musi byt vétsi
nebo roven levému krajnimu bodu druhého, takze nejmensi pravy krajni bod ozna-
¢eny na ose musi byt vétsi, nez nejvétsi levy krajni bod, proto primét kazdého
mnohotuhelnika na osu x obsahuje ndmi vybrany bod, takze pfimka, ktera je kolma
na osu = a prochézi timto bodem vyhovuje zadani. O



