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RieSenie 1. série

Uloha G1. Dany je kruh k. Néijdite vietky mozné polohy vrcholu A rovnobeznikov ABCD,
v ktorych |AC| < |BD)| a usecka BD lezi vnutri k.

Riesenie. Celé riesenie rozdelime do dvoch krokov. Prvy krok bude ukézat, ze vzdialenost
bodu A od stredu S zadanej kruznice k je ostro mensia ako /2, kde r je polomer kruznice k.
Druhy krok bude konstrukcia mnoziny bodov A, teda ukazeme, #e mnozina bodov, ktoré splhaju
podmienku zo zadania, je kruh bez hranice s polomerom 7v/2 a stredom S.

Predpokladajme, Ze mame skonstruovany rovnobeznik ABCD, ktory vyhovuje zadaniu.
Nech X je stred BD. Dalej pripustme, ze body B a D moézu lezat na kruznici k, teda nech BD
je tetiva kruznice k. Ak by nelezali, mdzeme posunut cely rovnobeznik ABCD dalej od S a tym
zvadsit vzdialenost bodu A od S. Teraz sktsme zhora odhadnif vzdialenost bodu A od S. Z
trojuholnikovej nerovnosti vieme, ze

|SA| < |XA|+|SX].
Zo zadania mame, ze | X A| < |XB|, a teda plati
| XA|+|SX]| < |XB|+|5X].

Dalej vieme, ze SX je kolmé na BD, a teda pouzitim Pytagorovej vety dostaneme |SX| =
r2 — | X B|2. Po dosadeni do nerovnosti teda méme

| XA+ |SX| < |XB|+ |SX|=|XB|+/r2 — |XB|2.

Posledny vyraz moézeme eSte odhadnit nerovnostou medzi kvadratickym a aritmetickym prie-
merom a dostaneme

XBJ2 +r2 — | XB?
XB| 4\ Jr2 — |xB]2 <2y XBEHT ZIXBP s
2

Teraz nam u staci len spojit vSetky nerovnosti a dostaneme |SA| < rv/2. Nech I je kruznica
so stredom S a polomerom /2. Teraz nam staci ukézat, e lubovolny bod vo vnutri kruznice !
vyhovuje zadaniu.

Najskor ukdzeme, ze vieme zostrojit taky Stvoruholnik ABCD, ze bod A bude Tubovolne
blizko ku kruZnici I. Vezmime si teda tak tetivu B’D’ kruZnice k, %e uhol B’SD’ je pravy.
Teraz zostrojme $tvorec B’SD’A’, pricom sa da lahko ukazat, ze bod A’ lezi na kruznici [. Na
usecke SA’ zvolme bod A tak, ze |AA’| = £ a na tsecke B’D’ zvolme body B a D tak, aby
|BB'| = |DD| = ¢/2. Bod C zostrojime ako obraz bodu A v stredovej simernosti podla stredu
tsecky BD. Takto ndm vznikne Stvoruholnik ABCD, pricom bod A je lubovolne blizko ku
kruznici . Ak by sme ale € volili lubovolne na intervale (0, |B’D’|/2), tak vieme zostrojit bod A
v Iubovolnej vzdialenosti medzi stredom tsec¢ky B’ D’ a kruZnicou I. Navy$e, ak vieme zostrojit
bod A v nejakej vzdialenosti od S, tak vieme tento bod orotovat okolo S o Iubovolny uhol.
Tento poznatok spolu s tym, ze bod A vo vnutri k vieme zostrojit jednoducho tak, ze zostrojime
Iubovolne maly Stvoruholnik ABCD, aby bol cely v k, ndm dava konstrukciu stvoruholnika
ABCD pre lubovolni polohu bodu A vnutri kruznice I. Teda riesenim je {A;|SA| < rv/2}.

(Tomé&s Kocdk)

Uloha N1. N&jdi vietky prvoéisla p také, ze p(2P~! — 1) je k-ta mocnina prirodzeného &isla pre
nejaké k > 1.

Riesenie. Tiahko zistime, ze p = 3 je rieSenim, a naopak p = 2 nevyhovuje. Dalej nech p > 5,
z ¢oho %1 je prirodzené ¢islo vacsie ako 1 a vyraz zo zadania sa rovna

],(2(1’—1)/2 —-1) (2(:0—1)/2 +1).
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Pretoze &sla 2(P—1)/2 — 1 a 2(P=1)/2 1 1 g0 nestdelitelné, prave jedno z nich je k-ta mocnina,
nejakého neparneho prirodzeného ¢isla a > 1. V prvom pripade dostaneme podmienku
2P=1/2 _ 1 = gF = 2(p=1/2 _ gk =
a v druhom
2P~1/2 41 = gF = gF — 2007 1/2 = 1,
Toto sa da odbit na jeden riadok. Totiz podla Mihdilescu’s theorem — Catalan’s conjecture moze
nastat iba druhd mozZnost pre pT_l = 3. Lahko overime, ze druhé mozné rieSenie p = 7 naozaj
vyhovuje vsetkym podmienkam nasej ulohy.
Ukézme si, ako postupovat bez tej ,,mega“ vety (podla Rada Svarce).
e 20-1)/2 _ 1 = gk: Mame
2(2073)/2 1) =20=D/2 90 =¢F 1 =(a—1)(a* T+ a2+ fa+1).
Pretoze vyraz nalavo je deliteIny dvomi, ale nie Styrmi, musi byt prave jedna zo zatvoriek
parna. Ale a je neparne, teda druhéd zatvorka musi byt nepéarna, preto k musi byt tiez
neparne. S touto vedomostou upravme vyraz este inak.

2=1/2 — gk 41 = (a4 1)((1’“71 —ad" 24+ a4 1).
7 nepérnosti druhej zatvorky dostavame 2(P~1)/2 =g+ 1 a
Ozak_lfak_er---fa:(afl)(ak_z+ak_4+---+a3+a).
Nakoniec z kladnosti druhej zatvorky posledného vyrazu usadime a = 1, ¢o vedie na
pripad p = 3.
e 20=1)/2 1 1 = gk: 7 rovnosti

2(P=1)/2 — (q — 1)(ak_1 +adF 24 ta+ 1)
plynie parnost k, preto mézme pisat 2P~ /2 = m2 —1 = (m — 1)(m + 1). Obe zatvorky
st mocniny dvojky, odkial m = 3 a p = 7, ¢o overime, ze vyhovuje.

Pozndmky opravujiceho. Ako sa ukazuje, loha nebola tazka, stacilo iba vhodne upravovat
vyrazy. Takisto rieSenia boli réznorodé. Prvou cestou sa vydali Bui Truc Lam, Josef Svoboda a
Stepdn Simsa. Za zmienku stoji okrem spomenutych rieenie Tondy Le Anh Dunga, ktory pouzil
Lifting The Ezponent Lemma (LTE) na vyrieSenie pripadu 2(P—1)/2 = gk —1. (Filip Sladek)

Uloha C1. Dané su celé ¢isla 1 < a1,a2,...,am < mn al < by, ba,...,bn < m. Dokdzte, ze
existuju indexy p < q ar < s také, zeap +apt1+---+aqg =br +bpry1 +---+ bs.

Riesenie. V priklade chceme sktimat suéty postupnosti, preto sa pontka definovat si postupnost
iastoénych suctov {A;}™ ), kde Ag =0, A; = ;. _; ap a{B; }7_o, kde Bo =0, B; = 7 1 bk
Sta¢i ndm teraz ukazat, ze existuji také 0 < c; <c2 <ma0<dy <dz <n, ze Acy, — Ay =
By, — By, -

BUNV Bpn > Am. Prekazdé i € {0,1,...,m} sa pozrime na postupnost {S; }?:O definovani
predpisom S; = (A; + Bj). Tychto postupnosti je m + 1 a kazda z nich obsahuje n + 1 ¢isel.
Vezmime si jednu lubovolna z nich pre pevné i. Rozdiel dvoch po sebe iducich ¢lenov moze byt
maximélne m, lebo S;j 11 —S; = (A; + Bjt+1) — (Ai + Bj) = Bjt1 — Bj = bjt1 < m. Prvy ¢len
odhadneme zhora ¢islom A,,, pretoze So = A; + Bo = A; < Ay,,. Na druhej strane posledny
¢len je aspon A,,, pretoze Sy, = A; + Bn, > Bp > Am

Pozrime sa na interval [A,,, Ay + m). Kazda postupnost mé aspon jeden ¢len v tomto in-
tervale, pretoze prvy ¢len je najviac A,,, posledny c¢len je aspon Ay, a krok v postupnosti je
maximalne m. Kedze mame m + 1 postupnosti a na$ interval obsahuje iba m é&isel, podla Di-
richletovho principu existuju dve rézne postupnosti, ktoré obsahuju to isté ¢islo. Inak povedané,
pre nejaké 0 < c1 < c2 < m existuju 0 < dy,d2 < n také, Ze Acy + Bg, = Acy + By, - Upravou
dostaneme Ac, — Ac; = Bg, — Bq,, z ¢oho hned vyplyva d1 < dz, ¢im je dokaz hotovy.

(Michal ,, Miki“ Kopf)
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Uloha A1l. Dokazte, Ze ak redlne ¢&isla a, b, ¢ spliajii a + b+ ¢ = 0, potom

(2a+1)2  (26+1)2  (2c+1)2
202 +1 262 +1 2¢2+1 —

Kedy nastéva rovnost?
Riesenie. Zrejme vzdy nidjdeme dve neznadme s rovnakym znamienkom. BUNV nech st to a a
b. Vyjadrime si ¢ = —a — b. Od tretieho zlomku aj od pravej strany od¢itame 3 a ekvivalentne
upravujeme
(2a+1)%2  (264+1)2  (2(—a—b) +1)2
—-3>3-3,
2a% +1 2b% +1 2(—a—0b)2+1
da? +4a+1  4b2+4b+1  4(a+b)?%—4(a+b)+1—6(a+b)?—

2a2 + 1 202 + 1 2(a+b)2+1 0
2 +da+1 4b2+4b+1>2(a+b)2+4(a+b)+2
202 +1 22 +1 2(a+b)2+1 ’
4a? + 4a+1 4b2+4b+1>2a2+4a+1+2b2+4b+1+4ab
2a% +1 202 +1 2(a+b)2+1

Z toho pekne vidno, Ze staéi ,zmenit“ 4ab na 2a> + 2b® a dostaneme na lavej a pravej strane
,rovnaké“ itatele. Plati (a — b)2 > 0 < a® — 2ab +b? > 0 < 2a2 + 2b% > 4ab. Kvoli kladnosti
vyrazu 2(a+b)? + 1 pravia stranu nezmensime, ak 4ab ,nahradime“ 2a2 + 2b?, ¢ize staci dokazat
silnejsiu nerovnost

462 +4a+1 42 +4b+1 _ 40?2 +4a+14+4b2+4b+1
2a2 +1 22 +1 2(a+b)2+1

(1)

Rozdelme (1) na dve nerovnosti

a2+4a+1>4a2+4a+1 4b2+4b+1>4b2+4b+1
a .
2a2+1 ~ 2(a+b)2+1 22 4+1 T 2(a+b)2+1
Tieto nastastie platia, a teda aj ich stcet plati. Totiz z toho, Ze a, b maju rovnaké znamienko
dostaneme |a + b| > |a|. Odtial 2(a +b)2 +1 = 2la +b2+1>2Ja?+1=2a>+1>0a
4a® 4+ 4a+1 = (2a+1)2 > 0, vdaka éomu plati prva éiastkova nerovnost a analogicky aj druha.
Ostava vyriesit, kedy nastava rovnost. Upravy na zaciatku boli ekvivalentné, ¢ize rovnost
v povodnej nerovnosti nastava prave vtedy, ked ,nahradenim® ni¢ nestratime a zaroven v oboch
éiastkovych nerovnostiach nastdva rovnost. Z prvej podmienky dostaneme podmienku a = b a
vySetrovanie ¢iastkovych nerovnosti sa nam zleje do vysetrovania jednej nerovnosti

4a® +4a+1 _ 4a® +4a+1 (2a+1)2 _ (2a+1)2
<~ > .
2a2+1 — 2(2a)2+1 202 +1 — 4a?2+1

Mame dva pripady — citatele nulové alebo rovnaké menovatele. Prvy pripad nastava pre
=—=a druhy pre a = 0. Vsetky pripady rovnosti preto realizuju trojice (0, 0,0) a permutécie

a
1

(=3.-3:1)-

In€ riesenie. Plati

b=—c)?>0b+2>2ca20?+32)> (b+0)? =
+

= 50" + 507 +¢%) > 30 + 30+ 0 = a® + §(-a)® = 24,
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teda

(2a + 1)2 (2a + 1)2
%; 202 +1 Z4(a2+b2+c2)+1
(2a+1)2 + (2b+1)% + (2¢ + 1)2
4(a? + b2 +c2)+3
3.4a2+4b2+4c2+4(a+b+c)+3
4a2 + 4b2 + 4c2 + 3
4a® + 4b% +4c? + 3
(42 +4b2 + 42 +3
=3.

=3.

7 toho vyplyva, ze rovnost nastava prave vtedy, ak platia rovnost

(2a+1)2 (2a +1)2

202 +1  F(a®+b02+c2)+1

a podobne pre b a c. Analogicky ako v prvom vzorovom rieSeni, bud st nulové ¢itatele, alebo rov-
naké menovatele. Rozobratim tychto pripadov aj v cyklickych nerovnostiach dostaneme ziadany
vysledok.

Pozndmky opravujiceho. Vsetci riesitelia, ktori dokdzali nerovnost, bud mali podobné riesenie
s jednym z tychto dvoch rieseni, alebo to roznasobovali. N4jst rieSenie (0, 0, 0) bolo trividlne, ¢ize
sa za to neudeloval ziaden bod. Viaceri z riesitelov zabudli preskimat, kedy nastéva rovnost.
Dokéazat nerovnost, ak je jedna nezndma nulova alebo ak si nejaké dve nezname kladné, bolo
celkom Tahké a vobec neulahéovalo dokaz vseobecného pripadu. Zaujimavé je, Ze tych, ¢o naslo
riesenie (—%, —%, 1)7 bolo menej ako tych, ¢o dokazali nerovnost. (Viktor Lukécek)



