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Reseni 2. série

Uloha N2. Dokazte, ze existuje piirozené ¢islo N takové, ze kdykoli 2™ > N (pro n pfirozené),
tak uz ma 2™ ciferny soucet (v desitkové soustavé) vétsi nez 2014.

Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze desitkovy zapis Z4dné mocniny dvojky (dile jen mocniny)
nekondéi na nulu, nebot tato mocnina neni délitelna péti. Pokud je téch mocnin dvojky, jejichz
ciferny soudet je nejvyse roven 2014 (budeme jim Fikat poloprdzdné), koneéné mnoho, ziejmé
staci za N zvolit nejvétsi z nich.

Predpokladejme nyni pro spor, ze tomu tak neni. Snadno si rozmyslime, ze potom uz existuje
takova poloprazdna mocnina, jejiz desitkovy zapis obsahuje souvisly usek 3k nul, za kterym se
nachazi méné nez k dalsich ¢islic. Dokéazat to muzeme tfeba tak, Ze shora odhadneme maximalni
pocet cislic, které muze mit desitkovy zapis poloprazdné mocniny, kterd to nespliuje. Zacneme
s prvni (nenulovou) éislici zprava, bezprostiedné pred ni mtze byt nejvyse 3-1+2 = 5 nul vedle
sebe, za nésledujici (smérem doleva) nenulovou &islici miize byt nejvyse 3(1 +5+ 1) +2 = 23
nul vedle sebe atd. Po vycerpani vSech nejvyse 2014 — ti nenulovych pozic dostaneme zminény
horni odhad na pocet ¢islic, ktery ovSem néjaka poloprazdnd mocnina jisté presdhne (je jich
nekoneéné mnoho).

Vezméme si tedy néjakou takovou a oznaéme ji 2. Zapisme ji jako 2M = A - 10! + B, kde

A, B € N a I-tou cislici zprava zacinad tsek 3k nul vyhovujici vySe zminénému pozadavku, tedy
-3k < kaB <1073k < 16!=3k < 24(=3k) < ol protoze | — 3k < k = 4(l — 3k) < I, coz
dokazeme jednoduchou tpravou. Zaroveii vime, ze 10! < 2M = | < M, takze 2! | 2M | Navic
2! | 10!, tedy dostavame 2! | B. To je ovSem spor, protoze jiz vime, ze 0 < B < 2!,
Poznamky opravujictho. Vétsina fesitelt se s tlohou zdarné vyporadala, ackoliv mnohdy jsem
musel vyuzit vSechny své véstecké schopnosti, abych to zjistil. Formulace byly pomérné razno-
rodé, spole¢nou kostrou téch spravnych bylo nalezeni tak vysoké (nebo spi§ dlouhé) mocniny
dvojky, ze uz v ni (a kazdé dalsi) kvuli n&jaké délitelnosti nemtze byt jen 2014 nenulovych cifer.
Ta ostatni se nejcastéji snazila dokdzat, ze v mocniné dvojky se muze vyskytovat jen omezené
dlouhy tsek nul, coz neplati, viz néasledujici konstrukce:

Zvolme libovolné piirozené n. K nému najdeme prirozené k tak, aby 2F = 1 (mod 5™).
Potom plati 21" = 0 (mod 27) a 2kt7 = 2% .27 =27 (mod 57), tedy z Cinské zbytkové véty
plyne 2"t% = 2" (mod 10™). Z poslednich n cifer (2 =1 (mod 57) = 2"*F > 107) ¢&isla 2715
je tedy maximalné poslednich

llog,o(2")] + 1 = [nlog;(2)] +1 < %

nenulovych. (David Hruska)

Uloha C2. David m4 n-prvkovou mnozinu pfirozenych éisel (n > 1) a vyrobil si listecky se
soucty vSech moznych podmnozin — celkem tedy 2™ listeckt (soucet prazdné mnoziny je roven
nule). Dokazte, Zze muze rozdélit vSechny listecky do dvou hromadek A a B, aby bylo splnéno
nasledujici: Kdykoli zvolime ¢islo k € {1,2,...,n — 1} a ¢islo na kazdém listecku umocnime
na k-tou, bude soucet (umocnénych) ¢isel v hromddce A stejny jako soucet (umocnénych) éisel
v hroméadce B.

Reseni. Na hromadku A dame listecky vzniklé seétenim lichého poctu ¢isel a na hromadku B
listecky vzniklé seCtenim sudého poctu cisel. Ukazeme, ze pro takovéto rozdéleni plati podminka
— méjme tedy k € {1,...,n —1}.

Jednotlivé listecky budeme vnimat jako formalni sou¢ty prvki Davidovy mnoziny (tedy ne-
zajiméame se o hodnoty téchto prvki). Takové soucty formalné umocnime na k-tou (tedy rozné-
sobime), ale pro pohodlnéjsi kombinatorickou manipulaci nevyuzijeme komutativitu nasoben

1Komutativita nasobeni je ¢asto automaticky pouzivané tvrzeni, ze z -y =y - z.
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Takto z kazdého listeCku umocnénim na k-tou vznikne soucet vSech moznych usporiadanych
soucini o k Cinitelich, které jsou ze seznamu scitancti daného listecku. Napiiklad

(a +b)® = aaa + aab + aba + abb + baa + bab + bba + bbb

Zbyvéa ukazat, ze kazdy takovy k-prvkovy uspofadany soucin se vyskytuje stejnékrat na
hromédce A jako na hromadce B. Ozna¢me S mnozinu ¢initelt jednoho takového pevného
soudinu s. Pak souéin s vypadl pravé jednou ze vsech listecku, které séitaji néjakou (ne nutné
ostrou) nadmnozinu S. Uvazme pevné ¢ z Davidovy mnoziny, které neni v S (uréité existuje,
protoze k < n). Pak poparujeme kazdy listeCek s listeckem z druhé hromadky, ktery vznikne
pridédnim nebo odebranim scitance c. Tato operace nemé vliv na to, zda z listecku umocnénim
vypadl souéin s, sestrojili jsme tak bijekci mezi souciny s na hromadce A a na hromadce B,
a proto je jich na obou hroméadkach stejné.

Poznamky opravujictho. Vzorové ignorovani komutativity nikdo nepouzil, nebylo pfilis potieba
— misto toho stacilo n&jak okecat intuitivni fakt, Ze po¢et danych (neusporddanych) soucinti, co
vypadne ze zavorky nezavisi na séitancich, které jsou v zavorce navic.

Dalsi krok — bijekce pfiddnim/odebranim nepouzitého prvku se jiz obcas vyskytla, ale ast&ji
jste rozdélili souéty v A a v B podle poctu séitanct a pak dokazovali identitu

()= ()=

nejcastéji pomoci binomické véty z (1 — 1) =
Jesté jiny pristup zvolily nase fesitelky s inicidlami K. K. a tlohu pokotily indukci podle
n. (Mirek Olsék)

Uloha A2. Necht kladn4 reélna &isla ay,az, . ..,an (n > 3) spliuji

(af+a3+ - +ap)? > (n—1)(al + a3+ +ap).
Dokazte, ze pak uz kazda trojice téchto cisel muze byt délkami stran nedegenerovaného troju-
helnika.

Reseni. Ukéazeme si dvé feSeni — jedno standardni a jedno trikové.

Pomoci kvadratické rovnice

Postupujme indukci. Nejprve pro n = 3. Zadana nerovnost se da ekvivalentné prepsat do
tvaru

(a1 + a2 +a3)(a1 + a2 — az)(az + a3z — a1)(as + a1 — az) > 0.

Piedpokladejme BUNO a; > as > a3 (to mizeme diky symetrii). Pak a1 +a2—a3 > a1 >0
aaz+a;—az2 > a3z > 0. Navic a1 +az+a3 > 0 z ¢ehoz plyne i ag +a3—a; > 0 acislaai, a2, a3
tedy spliiuji vSechny tfi trojuhelnikové nerovnosti.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n a dokdzeme ho pro n + 1. Vime, ze plati:

(af +a3+- - +ap ) >nlal +a3+ - +apy),
coz si muzeme prepsat jako kvadratickou nerovnost v a% 11t
(n—Danyr = 20741 (af + - +a7) +n(af + - +ap) = (af + - +a3)* <0.
Jelikoz je koeficient u kvadratického ¢lenu kladny a nerovnost pro nase a,+1 plati, musi byt
diskriminant D kladny. Takze
D

0<— = (af+-+ap)? —n(n-1)(at+ - +ay) +(n-1)(af + - +a7)?

= n((ai+--+a})>—(n—1)(af +--- +ap)).
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Plati tedy nerovnost ze zadani pro éisla a1, ..., an a z indukéniho predpokladu vime, ze
kazda trojice z téchto cisel spliuje trojuhelnikovou nerovnost. Kdybychom udé€lali stejnou tivahu
s jinou proménnou, zjistili bychom to samé i o trojicich s an+1. Tim je dikaz hotov.

Reseni podle Patrika Baka

Podobneé jako v pfedchozim feseni budeme postupovat indukci a dokdzeme tvrzeni pron = 3.
Necht tvrzeni plati pro n a dokazme ho pro n+1. Ozna¢me P = a% +--4a2aQ= a%—in -~ +al.
Ze zadani vime, ze (P + ai+1)2 >n(Q + aﬁ+1). To upravime do tvaru

P \? p2?
(n—1) (aﬁﬂ—i) <=
n—

1 —nQ.

n—1
Z toho mame P2 > (n—1)Q, co# je nerovnost ze zadani pro n proménnych. Zbytek zakonéime
stejné, jako v minulém feSeni.

Pozndmky opravujictho. Objevilo se nékolik rtiznych feseni. Kromé podobnych tém vyse jesté
nékteri dokazovali obménénou implikaci a vyuzivali Cauchy-Schwarzovu nerovnost ve tvaru

a? 4 a2 + a2 2 a? + a2 + a2 2
(1+1+...+1)<(1 22 3) +(1 22 3) +aﬁ+~~+aﬁ Z(a%+"'+ai)2.

Poté jim stacilo dokézat tvrzeni pro n = 3. Tém, kterym se tlohu nepodafilo vyfesit, mohu
viele doporucit serial o nerovnostechEl ktery vSechny zakladni (a nékteré pokrocilejsi) metody
velice srozumitelné vysvétluje. (Stépan Simsa)

Uloha G2. V trojihelniku ABC' ozna¢me E, F body dotyku kruznice vepsané se stranami AC,
AB. Osy uhli u vrcholi B, C protnou vysku AD postupné v bodech P, Q. Kruznice opsané
trojuhelnikuim BFP a CEQ se protnou v X a Y. Dokazte, ze pfimka XY prochazi stiedem
usecky AD.
Reseni. Je-li |AB| = |AC|, je tvrzeni zfejmé. Dale buno at |[AB| < |AC|. Ozna¢me I stied
kruznice vepsané trojuhelniku ABC a K jeji bod dotyku se stranou BC'. Déle oznaéme L obraz
K podle D. Dokazeme, ze L je jednim z prusecikt kruznic opsanych trojuhelnikiim BFP a
CEQ.

To je snadné. Diky osovym soumérnostem (podle AD a CI) plati |[ZQLC| = |£ZQKB| =
|ZQEA|, takze ¢tyfahelnik LOEQ je tétivovy. Analogicky se ukaze, ze i LBF'P je tétivovy. Bod
L tedy mizZeme pfeznacit na (BUNO) X.

2Najdete ho v archivu seminéie PraSe: http://mks.mff.cuni.cz/archive/archive.php.
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Ted mtzeme smazat body P a @ a na kruznice ze zadani nahlizet jako na kruznice opsané
»jednodussim* trojuhelnikim BFX a CEX. Je zndmé, ze v takovém obrazku je i ¢tyitahelnik
AFY E tétivovy (skuteéng, |[ZAFY |+ |£LYEA| = |[£BXY|+|4Y XC| = 180°). KruZznice w jemu
opsand je navic zifejmé kruznici nad primérem Al.

Ted dokézeme, ze piimky KI a XY protinaji kruznici w podruhé ve stejném bodé Z. To
je skoro okamzité jasné z toho, ze étyfuhelniky CEIK a CEY X jsou oba tétivové. Oznacime-li
totiz druhé priseéiky p¥imek K1 a XY s w postupné Z, Z’, pak

|Z/EIZ| = |/ACB| = |/EYZ'|.

Stejné orientovanym obloukim EZ a EZ’ tak na w piisluseji stejné velké obvodové thly,
tedy Z = Z'.

Zbyvé si vsimnout, ze diky |ZAZI| = 90° je ADKZ obdélnik. A jelikoz D je stifedem X K,
prochézi X Z stfedem AD. Jsme hotovi.

Pozndmky opravujictho. S tlohou si pomérné hodné z vés néjak poradilo. Kromé par synteti-

ckych Feseni podobnych tomu vzorovému (pochvalu ziskava Bui Truc Lam) se sesla i péknd fadka

ruznych poéitacich feSeni. V nich jste zpravidla dokazovali, Ze stfed tsecky AD méa k obéma

zadanym kruznicim stejnou mocnost, coz se po oznaceni druhych prisecikt téchto kruznic s AD

a uvazeni mocnosti A zredukovalo na ovéfeni néjaké metrické identity, typicky v neznamych a,

b, ¢ a s. Podle toho, jak fikané jste vyjadiovali, byly i identity rtizné komplikované — napriklad
2

Rado Svarc nakonec ovéfoval, ze £¥2 = 2 zy :

Na zavér jeSté poznamka, jak prijit na to, ktere body dokreslovat. Samoziejmé pomuze
zkusSenost, ale nevahejte si pomoct vhodnym kreslicim programem! Kdyz si zadani zkonstruujete
napiiklad v takové Geogebre, je minimalné prvni polovina feseni plné zadarmo.

(Pepa Tkadlec)




