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Reseni 3. série
Uloha A3. Naleznéte vSechny funkce f: R — R spliiujici zéroveri:

(i) existuje redlné ¢islo M takové, ze pro kazdé redlné ¢islo = je f(z) < M,
(ii) pro kazdou dvojici redlnych ¢isel x a y plati

f(@f(y) +yf(@) =zf(y) + fzy).

Resent (podle Stépdna Simsy): V celém feseni budeme hranatymi zavorkami [r, s] znadit dosa-
zeniz =7,y =s.
Dosadme nejprve [0, 1]. Dostaneme
f(0) + f(0) = f(0),

odkud f(0) = 0.
Predpokladejme nyni pro spor, ze f(1) # 0. Dosazenim [L), 1] obdrzime

fa
f(z) ==,
coZ je ovSem ve sporu s omezenosti (shora) funkce f (platilo by totiz f(M) = M). Plati tedy
1) =o.
Dale dosazenim [1,y] ziskdme
fF(f() =2f (). (1)

Dokézeme nyni, ze pro vSechna z € R plati f(z) < 0. Pfedpokladejme, Ze existuje né&jaké
x0, pro néz je f(xo) > 0. Definujme rekurzivné rostouci posloupnost kladnych cisel {y,}22 ,
pfedpisem y1 = f(z0), Yn = f(yn—1) pro n > 1. Dle (1) lze rekurenci pfepsat na y, = 2yn—_1,
neboli y, = 271 f(x0). Protoze je f(xo) > 0, jisté nalezneme takové n, ze 2" f(zo) > M, ovem
2" f(20) = Yn+1 = f(yn), coz vede ke sporu f(yn) > M. Dostavame tedy

vz € R: f(z) <0. (2)

Vsimnéme si nyni, Ze nulova funkce f(z) = 0 vyhovuje zadéani, a pfedpokladejme dale, ze
existuje xo takové, ze f(zo) # 0, tedy f(zo) < 0 diky (2). UkdzZeme sporem, Ze pak uz musi byt
f zdpornd ve vSech zapornych ¢islech; necht tedy néjaké yo < 0 spliiuje f(yo) = 0. Dosazeni
[0, yo] dava

0 < wyof(zo) = f(zoyo),
coz je spor s (2). Plati tedy
vz < 0: f(z) <O0. (3)

Dosadme nyni [z,y] a [y, z] a ziskané rovnosti se¢téme. Obdrzime rovnost
f@f) + f(yf(x) = 2f(xy),
do které dale (pro @ # 0) dosadime [z, ﬂ

(o () 05 (22) =0

Vzhledem k nekladnosti f jsou nutné oba s¢itance na levé strané rovny 0, to vSak podle (3)
znamena, ze jejich argumenty musi byt nezaporné. Musi tedy platit @ > 0, coz proz > 0
znamend f(z) > 0 a v kombinaci s (2) je tedy

Ve > 0: f(z) =0. (4)
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Koneéné dosadme [—1, —y], kde y < 0. Diky (4) zlstane jen

—yf(=1) = f(y),

f je tedy na zapornych &islech tvaru f(z) = Cz, kde C = —f(—1) > 0. Dosazenim dle tohoto
ptedpisu do (1) zjistime, ze C? = 2C, neboli C = 2 diky C > 0.

V uvahu tedy pfipadé jen jedina funkce, a to

0 proxz >0,
f@) = {2 ()
xr proxz < 0.

Ta zfejmé spliiuje podminku (i) ze zadani. Podminka (ii) se snadno ovéfi postupnym vyzkouse-
nim vSech ¢tyf moznosti znamének x a y.

Funkce vyhovujici zaddni jsou tedy préavé nulové funkce a funkce definovana dle ().

Poznamky opravujictho. VsSechna dosla spravné feseni myslenkové kopirovala vzorové, odlis-
nosti byly v podstaté jen v technickém provedeni. ReSeni Stépdna Simsy, na zékladé kterého
bylo napsano vySe uvedené vzorové, mne svou eleganci zaujalo natolik, Ze jsem ho ohodnotil
jesté jednim bodem navic. (Alexander ,,Olin“ Slavik)

Uloha C3. Na ultramaraton postupné vybéhlo a do cile postupné dorazilo n bézcii. Béhem
zavodu se mezi sebou riizné predbihali, po jeho skonceni jsme zjistili tato fakta:
(i) kazdy bézec piedbéhl stejny pocet bézcu,
(ii) zédni dva bézci nebyli pfedbéhnuti stejnym poc¢tem bézci,
(iii) Z&dny béZec nebyl pfedbéhnut dvakrat tim samym béZcem.

Urcete vSechny mozné hodnoty n.

Reseni. Diky pravidlu (iii) mohl byt kazdy bézec pfedbéhnut maximalné n— 1 bézci, minimalné
zaddnym, to je n moznosti. Kvuli pravidlu (ii) byli jednotlivi bézci pfedbéhnuti zadnym, jednim,
dvéma, ..., az n — 1 bézci. Celkovy pocet predbéhnuti tak ¢ini

n(n—1)
—

Spocitame, kolik bé&zct kazdy bézec predb&hnul, podle (i) to bude konstantni celé ¢islo:

n(n271) n—1

n 2

Aby to bylo celé ¢islo, musi byt pocet bézcu lichy. Ukazeme priklad, jak by se béZci mohli
predbihat pro obecné liché n.

Nejprve vysleme prostiedniho bézce do cile, pak bézec, ktery byl tésné za nim, vSechny pred
sebou predbéhne (kromé toho, kdo je uz v cili), nasledné usne, a necha se predbéhnout vsemi
bézci na trati. Tim zbude n — 2 bézicich bézctu. Provadime takovou operaci tak dlouho, dokud
nezbude jen jeden bézici bézec. Pak vSechny bézce probudime a nechame bez pfedbihani dojit
do cile.

Nasledujici obrazek ilustruje situaci pro 7 bézcu, jak se pfedbihaji (zdola nahoru) v Case
(zleva doprava):
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Vyslani jednoho bézce dopiedu a jednoho dozadu nazveme kolem, kola informaticky ocislu-
jeme 0,1, ..., ”T_3 Bézce, ktery v kole k dobéhne do cile nazveme k-rychlik, toho, ktery v kole
k usne, nazveme k-spac. BéZce, ktery na konci zbude, nazveme stiednik.

Pro k > 1 je na zacétku k-rychlik t&sné pred (k — 1)-rychlikem a k-spac je tésné za (k — 1)-
spacem. Stfednik je na zadatku zavodu prvni. Ovéfime platnost podminek (i), (ii), (iii):

(i) V kole k predbehne k-rychlik i k-spa¢ "=2)=1 e, v kazdém predchozim kole jednoho
space, takze celkem oba predbéhnou bézcu

(n—2k)—1 n—1
k= .
2 + 2
Strednik v kazdém kole predbéhne jednoho space, tedy celkem zas 2=t bézci.

(ii) V kole k je k-spa¢ predbéhnut n — 2(k + 1) bézci, pfed tim neni pfedbéhnut nikdy. Tito
bézci se navzajem lisi v poctu pfedbéhnuti jinymi bézci a dané ¢islo je u nich vzdy liché.

Zato k-rychlik je v kazdém kole mensim nez k predbéhnut dvakrat — spacem a rychlikem,
v kole k pak vibec. Celkem je pfedbéhnut 2k-krat. Ze stejného duvodu je stfednik predbéhnut
2- "Tfl krat. Tedy tito bézci jsou pfedbéhnuti sudymi navzijem riznymi pocty bézcu.

(iii) V kole k se kazdého pfedb&hnuti dvou bézchi Gcastni k-rychlik nebo k-spaé, po tomto
kole se uz zadného predbihdni netcastni. Stac¢i si tak uvédomit, Ze je podminka (iii) splnéna
v kazdém kole zvlast.

Poznamky opravujicitho. Za dikaz, ze bézct musi byt licho, jsem udéloval 2 body, za konstrukci
pak 5. Pfekvapilo mé, jak malo dorazilo spravnych feseni k tak lehké tloze. To néas chcete dotlacit
k jesté leh¢im tlohdm? Ale my se nedame. (Mirek Olsék)

Uloha G3. Uvniti trojithelnika ABC je d4n bod P. Oznaéme A’, B', C' paty kolmic spusténych
z bodu P na prislusné strany. Dale necht A" je priisecik kruznice opsané trojihelniku A’ B'C’
a strany BC riizny od A’. Kone¢né naleznéme na usecce A” B’ bod X takovy, ze | <X AC| =
| PAB|. Ukazte, ze | AX B| = 90°.
Reseni (volné podle Martina Vodicky): Méame-li dokazat | AX B| = 90°, mame vlastné doka-
zat AAXB ~ AAB'P, nebot |¥BAX| = |4 PAB'| a |+ AB'P| = 90°.

Trojthelniky AX B a AB’P jsou si podobné pravé tehdy, kdyZ jsou si podobné trojuhelniky
APB a AB’X (oboji je ekvivalentni rovnosti pomért |AB| : |AP| = |AX|: |AB’|).

Druhou podobnost vSak snadno vythlime. Ze zaddni mame |<BAP| = |[<XXAB’| a z téti-
vovych &tyftuhelnikat AC'PB’, A’A” B'C' a BA' PC’ plyne

|$AB'X| = |AB'C’| + |9C'B'X| = | APC’'| + |4C'A'B| = | APC’'| + |4C'PB)
= |<APB]




Mezinarodni korespondenéni seminar :KS 3. série

nezdvisle na tom, v jakém pofadi lez{ body A’, A” na strané BC. Podle véty uu je AAPB ~
AAB’'X a my jsme hotovi.

B Al A" C

Pozndmky opravujictho. Jediné tisp&sné feseni podal Martin Vodicka. Uloha p¥itom nebyla tak
obtizna — stacilo si uvédomit, ze mame ukazat, ze A je stfedem spiralni podobnosti zobrazujici
PB’ na BX a %e ,spiralni podobnost chodi po dvou“. (Pepa Tkadlec)

Uloha N3.
(a) Existuje 2011 po dvou ruznych pfirozenych ¢isel, jejichz soucet je délitelny kazdym z nich?
(b) Existuje 2011 po dvou riiznych piirozenych ¢isel, jejichz soucet je délitelny souctem kaz-

dych dvou z nich?
Reseni.
(a) Ano, takova ¢isla existuji. Napfiklad 2011-prvkovd mnoZina
{1,2,38,3-2,3-2% ...,3.22008}
mé pozadovanou vlastnost, nebot soucet jejich prvku je 1+ 2 + 3(22009 — 1) = 3.22009
skutecné délitelné kazdym z uvedenych ¢isel.

Poznamka: Tato ¢isla 1ze nalézt napiiklad tak, ze za¢neme od mnoziny {1, 2,3}, kterd ma
vlastnost ze zadani, a v kazdém kroku ji rozsifime o soucet prvka v ni obsazenych.

, COZ je

(b) Sporem ukazeme, ze takova ¢isla neexistuji. Mé&jme tedy pfirozend ¢isla a1 < az < -+ <
a2011 majici vlastnost ze zadani a jejich soucet ozna¢me S. Spor budeme hledat v tom, Ze S ma
,,Prili§ mnoho* , prilis velkych* délitela.

Nejprve si uvédomme, ze

S < 2011 - a2011

= 2011.
a2011 a2011
Pak jsou ovSem hodnoty podila
S S S
azo11 + a1’ azoir+az’ 7 azo11 + azo10

navzajem ruzna prirozena cisla, pficemz kazdé z nich je mensi nez 2011 a vétsi nez 1. To je
ovSem spor, nebot ostie mezi 1 a 2011 tolik pfirozenych ¢isel neni.
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Pozndmky opravujictho. S ¢asti (a) nebyly potize. Naopak ¢ast (b) vytesili pouze Martin Vo-
dicka a Viktor Lukdcek, z nichZ prvné jmenovany postupoval stejné jako my ve vzorovém feseni.
Za zminku stoji jesté feseni Roberta Navrdtila, ktery si neuvédomil, ze 2011 > 2010, a své feSeni
(kopirujici vzorové) vzdal tésné pred cilem. (Michal ,, Kenny“ Rolinek)



