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Reseni 2. série
Uloha N2. Je déno prirozené ¢islo d. Dokazte, Ze je mozné najit takové kladné reslné éislo c,
ze pro vSechna prirozena cisla n > d plati nerovnost
[n—1,n—2,...,n—d > cnt.
Hranatymi zavorkami zna¢ime nejmensi spolec¢ny nasobek.

Reseni. Pro dalsi pouziti zavedeme:
fn)=(n—-1)(n-2)--(n—-d),
gn)=[Mn—-1,n—-2,...,n—d.

Nyni chceme dokazat, ze

L-g(n) = f(n) 1
pro néjaké L.
Oznacme si prvodéisla mensi nez d jako p1,p2, ..., Pk, téch je urcité koneé¢né. Oznacme jesté
a; proi € {1,2,...,k} takové &islo, ze p;* < d — 1 a zaroveii p?i+1 > d. Koneéné definujme

k
d/pila;
i=1
B 1o . . . .1 vp;(n—k)
Lemma. Pokud p; > d déli jedno z cisel tvaru n — j, pak uz je- p,
vSechna 1 <k <d, k#3j.

<pj? <d—1pro

Diikaz. Piipustme, Ze existuji dvé 81 a B2. Vezméme mensi z nich 8, pak p? déli dvé z d po
sobé jdoucich ¢isel, ale samo je vétsi nez d. Spor. O

Nyni (1) dokdZeme tak, Ze se podivame na vy (z) pravé i levé strany nerovnosti pro vSechna p.
(i) Necht g je prvoéislo, takové ze ¢ > d, pak vq(L-g(n)) = vg(g(n)) > vq(f(n)). Na to si staci
uvédomit, ze f(n) je soudin d po sobé& jdoucich éisel a z nich mize g délit pouze jedno nebo
zadné, a tedy g bude v g(n) ve stejné mocniné a plati tedy dokonce vq(g(n)) = vq(f(n)).
(ii) Necht g je jedno z prvocisel p;, kde i € {1,2,...,k}. Pak chceme dokazat
vg(L - g(n)) = vg(L) + vq(9(n)) = [4]ai + vq(g(n)) > vq(f(n)),
ekvivalentné
(9] > vq(f () — valg(n).
Podle lemmatu vg(n—1) < a; kromé toho nejvétsiho. Ten je ale roven vq(g(n)), a proto se
na pravé strané odecte. Ted uZ si sta¢i uvédomit, ze éisel délitelnych g v f(n) je maximalné
(%]. Tim je nerovnost dokazana.

Tim jsme dokézali (1). Podivejme se nyni na h(n) = L8 = (1 - 1)(1 - 2)... (1~ £). To je
soucin d rostoucih kladnych posloupnosti, a tedy i jejich soucin je rostouci. Plati

%:h(n)zh(n—nz‘..zh(d+1):C-

Mame tedy
1 C
g(n) > Ef(n) > End,

a to jsme méli dokazat.

Lyp(z) znadi takové nejvétsi &islo, ze pUr(®) dali .
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Pozndmky opravujiciho. Mlha Ze by se dala krajet. Uloha byla celkem lehké a jasna, a proto
kdyz si nékdo troufl tvrdit, ze je néjaky odhad ,,vidét* nebo fekl o nécem, zZe je znamé, i kdyz ja to
tedy vibec neznam, body jsem neudéloval. Naopak bych zde rad pochvalil sedmibodové jedince,
ktefi opravdu bez pochybnosti tlohu zdolali, nebo se alespon jejich mlhou dalo prohlédnout.
(Michael ,, Majkl“ Bily)

Uloha G2. Je dan trojithelnik ABC a déale mimo rovinu danou timto trojihelnikem bod S
takovy, ze |SA| = |SB| = |SC|. Na tuseckach SA, SB, SC nalezneme postupné body X, Y,
Z tak, aby rovina XY Z byla rovnobézna s rovinou ABC'. Bud O stied sféry opsané étyfsténu
SABZ. Dokazte, ze pfimka SO je kolma na rovinu XY C.

5 —
Resent (volné podle Le Anh Dung). V celém textu budeme jako k oznacovat vektor SK pro
libovolny bod K.

Oznacme O stied koule opsané &tyfsténu SABZ. Plati |o| = |o — a|, tedy

o> = |o —al?,
o-o=0-0—20-a+a-a,
20-a=|al?
Analogicky obdrzime rovnosti 20 -b = |b|?, 20 -z = |z|2.
Z rovnobéznosti rovin ABC a XY Z dostavame existenci ¢isla p > 1 takového, ze a = px,
b =py, ¢ = pz.
K dikazu kolmosti pfimky SO a roviny XY C nam sta¢i ukdzat, ze o- (c —x) = 0 a
o-(c—y) = 0, protoze pak je pfimka SO kolméa na dvé nerovnobézné ptimky v XY C (konkrétné
na XC a Y (). Plati ovSem

? - (lel* ~ [a*) =0,

(lel* = b|*) =0,

1 1 2
Lplal” — Llal* =

o-(c—x)=o0:-c—0-Xx=o0-pz—o0--:a
b= Lplaf® — bl =

= 3=

1
2p
— _ 1
o-(cfy)—o-cfo-y—o-pzfo-p 55
kde posledni rovnost plati diky tomu, ze podle zadéni je |a] = [b| = |c|.

Alternativni teseni (strucné podle Josefa Svobody). Uvazme kulovou inverzi? se stiedem v S

a polomérem +/|SA|-|SX|. V tomto zobrazeni se body A, B, C zobrazi (po fadé) na body
X, Y, Z, obrazem sféry opsané ¢tyfsténu SABZ je tedy rovina XY C. Jelikoz kulové inverze
zachovava symetrie podle pfimek prochéazejicich jejim stfedem a vySe uvedend sféra je symetricka
podle pfimky SO, musi byt rovina XY C rovnéz symetrickd podle této pfimky. Protoze vsak SO
v XY C nelezi, musi na ni byt kolma, coz jsme méli dokazat.

Poznamky opravugictho. Kromé vyse uvedenych postupt se objevily jesté dva dalsi: prvni spoci-
val v tom, Ze se uloha prevedla na rovinnou verzi (ktera se snadno vyuhli) a ta se posléze apli-
kovala ve dvou stény zadaného Ctyisténu. Druhou cestou byla hruba aplikace metod analytické
geometrie — tato Feseni se vyznacovala znacnou délkou a velkym mnozstvim dprav vyrazi, coz
bylo pro mé jakozto opravovatele ne zrovna prijemné.

Pro ,,poctare” si jesté dovolim jedno drobné doporuceni: chcete-li dokazat, ze je néjaky vek-
tor kolmy na rovinu (tj. na néjaké dva vektory), je mnohem vyhodnéjsi spoéitat skaldrni souciny
s témito dvéma vektory (jako vysSe), nez ukazovat kolinearitu s jejich vektorovym soucinem.

(Alexander ,,Olin“ Slavik)

2Kulov4 inverze (se stfedem v T a polomérem r) je pfimocarym zobecnénim kruhové inverze
do t#f rozméra — bod K (rizny od T') se v ni zobrazi do takového bodu K’ na polopiimce TK,
ktery spltiuje |TK| - |TK'| = r2.
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Uloha C2. Pepa s Mirkem hraji deskovou hru. Jeji soucasti je hraci plan a jedna figurka. Na
hracim plénu jsou poli¢ka a nékteré dvojice poli¢ek jsou spojeny rourou (roury jsou obousmérné
a mohou vést nad sebou a pod sebou)®. Na zac¢atku hry polozi Mirek figurku na jedno policko
a dale se hraci stridaji v tazich. Prvni posune figurku Pepa podél nékteré roury na dalsi po-
licko, pak Mirek, ... Figurku je zakdazano posunout na policko, na kterém uz nékdy stala. Kdo
nemuze tahnout, prohral. Dokazte, ze kdyz je pocet policek na hracim planu lichy, tak ma Mirek
vyhravajici strategii.

Reseni. Mirkova vyhravajici strategie vypada néasledovné: nejprve seskupi policka do part tak,
aby

(i) zadné policko nebylo ve vice parech (ale nékterd policka mohou ziistat nesparovana),

(ii) v kazdém péru byla 2 poli¢ka spojena rourou,

(iii) pocet paru byl za podminek (i), (ii) nejvyssi mozny.
Neékteré policko muselo zistat nesparované, protoze je pocet policek lichy. Do néjakého takového
policka polozi Mirek figurku. Pak pokazdé, kdyz Pepa tdhne do sparovaného policka P (pozdéji
ukazeme, Ze do nesparovaného tdhnout nemutize), tak Mirek posune figurku na poli¢ko, s kterym
je P v paru. Na zacatku kazdého Pepova tahu budou z kazdého paru pouzitd bud obé policka,
nebo zadné, Pepa vzdy nacind novy par a Mirek ho dokoncuje. Mirek s takovou strategii tedy
vzdy muze tdhnout, nemize prohrét, a proto (diky kone¢nosti hry) nakonec vyhraje.

Zbyvéa ukazat, pro¢ Pepa nemuze tdhnout do nesparovaného policka. Predpokladejme tedy
pro spor, Ze se Pepovi povedlo dostat figurku do nesparovaného policka. Prvni i posledni tah
udélal Pepa, takze figurka do této doby prosla pres lichy pocet rour, feknéme 2n 4 1. Diky
Mirkové strategii je kazd4d druhd roura na trase figurky takova, kterd spojuje dvé sparovand
policka, to je n part, které figurka potkala. Tato trasa se ovSem da spéarovat i jinak, prvni
policko s druhym, tfeti s ¢tvrtym, ..., az pfedposleni s poslednim. Timto zptsobem dostaneme
n+ 1 para na trase figurky, ¢ili zvysime celkovy pocet partu. To je vSak spor s tim, ze pocet partu
byl nejvyssi mozny.

Na obrazku je znazornéna situace, kdy Mirek hraje podle své strategie, avSak nevybral si nejvyssi
mozny pocet part. To, ze ho Pepa porazil, znamena, Ze je mozné pocet part zvysit. Sedé roury
znaci roury mezi sparovanymi policky, ¢arkovana ¢ara trasu figurky a pismenka M, P znaci, kdo
provedl pfislusny tah.

Poznamky opravujictho. Jak to u dobré kombinatoriky byvé, nabuSenost na ni prilis neplati.
Z dlouhodobych fesiteli ji vyfesil pouze Martin Vodicka, v podstaté podle vzorového feseni.
Zato se s ulohou celkem dobfe popasovali dva novaéci, bohuzel vsak pouze jeden dokazal své
myslenky smysluplné zapsat.

Tfemi body jsem ocenil pékny postup Jakuba Safina zalozeny na kradeni strategii, ktery
vsak fungoval pouze pro stromy. Nakonec resitel, ktery své jednostrankové feseni zakoncil vétou
,Uvedeny postup funguje jen pro ptipad, kdy jsou vSechny vrcholy navzajem spojené.“ si sice
nevyslouzil zddny bod, ale alespon pobavil. (Mirek Olsék)

3V grafové terminologii jsou poli¢ka vrcholy a roury hrany obecného grafu.
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Uloha A2. Dokaite, ze pokud polynom p s realnymi koeficienty splnuje
p(z)? — 1= p(a® +1)
pro vsechna x € R, pak to je konstantni polynom.

Reseni. Pripometime lemma, které je uzitecné, kdykoliv pracujeme s polynomy.

Lemma. Necht p, q jsou polynomy. Pokud rovnost p(z) = q(x) nastdvd pro nekonecné mnoho
x, pak rovnost p(x) = q(z) plati pro vsechna x.

Dikaz. Kazdé x, pro které plati rovnost p(x) = ¢(z), je kofenem polynomu p — ¢q. Polynom p — ¢
ma tudiz nekonecné mnoho koreni. Podle zakladni véty algebry ma kazdy nenulovy polynom
stupné n nejvyse n korent, takze polynom p — ¢ je nulovy.

Prvné ukéazeme, Ze ze vztahu p(x)? —1 = p(2? + 1) plyne, Ze polynom p je budto sudy, nebo
lichy.

Dosadime za x nejdfive t a potom —t. Pravé strany jsou v obou pripadech stejné, takze jsou
stejné i levé strany, coz znamena, ze p(t)2 = p(—t)2 pro libovolné t. Pro kazdé t tedy plati bud
p(t) = p(—t), nebo p(t) = —p(—t). Pokud rovnost p(¢t) = p(—t) plati pro nekoneéné mnoho ¢,
pak tato rovnost podle lemmatu plati pro kazdé t a polynom p je sudy. Podobné pokud rovnost
p(t) = —p(—t) plati pro nekoneéné mnoho ¢, je polynom p lichy.

Postupné rozebereme oba pripady. Ukazeme, Ze v pripadé, ze je polynom p lichy, umime
»generovat“ nekonecné mnoho kofent, takze nezbyva, nez ze p je nulovy. V pfipadé, ze polynom
p je sudy a nekonstantni, ukdzeme, ze existuje polynom g, ktery spliuje identitu ze zadani a je
ptitom polovi¢niho stupné nez p. Tim muzZeme snizovat stupen polynomu, dokud nedostaneme
néjaky polynom ¢ lichého stupné. Ten bude muset byt nulovy, coz bude znamenat, ze také p je
nulovy.

Je-li polynom p lichy, pak je p(0) = —p(0), tj. p(0) = 0. Dosazenim = = 0 do zadani dosta-
vame —1 = p(1) a dosazenim z = 1 dostavame 0 = p(2). Tento postup muiZeme libovolnékrat
opakovat. Je-li t kofenem, pak dosazenim x = t dostavame —1 = p(t2+1) a dosazenim = = t2+1
dostavame 0 = p((t24+1)2+41). Vzhledem k nerovnosti (t>41)241 > t2+1 > 2t > ¢ to znamena,
ze polynom p ma nekone¢né mnoho korena, takze je nulovy.

Je-li polynom p sudy stupné 2n, n € Ng, potom lze zapsat jako

2 2n—2 2
p(r) = aznz™" + azn—22°" " + - - + a2z + ao,
kde a; jsou redlna cisla. To je viceméné ziejmé, piesto budeme podrobni. Jisté existuji redlna
¢isla a; takova, ze

2n—2 +

2 2n—1 2
p(x) = a2nx®" + azn—12°"" " 4+ azn—2x st agx® +ar1x + ag.

Rovnost p(z) = p(—z) platnou pro vSechna z sta¢i pfepsat do tvaru

2n

p(ﬂﬁ) - p(—:r:) =2 (azn—wﬁ -1 + azn_3x2"73 + -+ a3x3 +aix = 0) .

Vzhledem k tomu, Ze tato rovnost plati také pro vSechna x, je a1 = a3 =--- = aapn—1 = 0.
Dale predpokladejme, Ze polynom p je sudy stupné 2n a nekonstantni, tj. n € N. Potom
muzeme definovat polynom

Q(y) = a2nyn + CL2n72y"_1 + -+ a2y + ao,

ktery je poloviéniho stupné n a pfitom p(x) = q(x2?). UkaZeme, Ze polynom g rovnéz spliiuje
identitu ze zadani. Dosazenim obdrzime rovnost

q(@®)? =1 =p(x)> = 1 =p(a® + 1) = q((z® + 1)?).
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Pisme y misto z2, coz nam dava
a)? —1=4q(ly+1)%),

a upravujme pravou stranu tak, aby méla stejny tvar jako prava strana identity ze zadani. Misto
y piSme y — 1, ¢imz dostaneme
qly — 1) — 1 =q(v?).
Nakonec zvét$ime argument polynomu ¢ o 1, neboli definujeme polynom qi(y) = q(y — 1).
Dostaneme
a(y)?® - 1=aq’ +1).

Tuto identitu jsme sice obdrzeli jen pro néktera y (konkrétné pro y — 1 > 0), avSak podle
lemmatu plati pro vSechna y.

Vidime, ze polynom g spliiuje identitu ze zadani a pfitom ma polovi¢ni stupen n. Polynom
q1 je tedy opét lichy, nebo sudy. Je-lichy, je podle pfedchoziho nulovy, takZe i ptivodni polynom p
je nulovy. Je-li sudy, miizeme najit polynom g2, ktery spliiuje identitu ze zadani a jehoz stupen je
opét polovi¢ni oproti polynomu ¢;. Takto mizZeme pokracovat tak dlouho, dokud nedostaneme
polynom gj, lichého stupné. Ten je potom nulovy a zpétné dostavame, Ze i polynom p je nulovy.

Jediny pripad, kterym jsme se dosud nezabyvali, je konstantni polynom p. Takové polynomy
jsou tedy jedinymi kandidaty, pro které mize byt splnéna identita ze zadani.

Poznamky opravujictho. Vyskytla se feSeni, kterd se snazila pouzit komplexnich ¢isel nebo
derivaci. V obou pripadech se ale nevysetfily prave ty tézké piipady, v nichz je polynom p
sudy a nema realné koreny. Uspésni Fesitelé pouzili stejnou myslenku jako ve vzorovém FeSeni
— tj. pfechod k polynomu polovi¢niho stupné, ktery spliiuje identitu ze zadani. Jeden bod Slo
ziskat uz za objeveni vztahu |p(z)| = |p(—x)|. T¥i body jsem udéloval za myslenku ,,generovani
nekone¢né mnoha kofent. (Pavel Salom)



