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Reseni 5. série

Uloha A5. Verca nasla v ledniéce 2n redlnych ¢isel, ktera nejsou vSechna stejni. Povsimla si,
ze kdykoliv jednu polovinu z téchto cisel da do mrazadku a druhou do trouby, tak je soucet Cisel
v troubé roven soucinu ¢isel v mrazaku. Pro jaka n se ji to mohlo stat?

Reseni. Predpokldadam, ze mam v ledniéce alesponi 6 ¢isel. Jednoho dne jsem omylem dala do
trouby n + 1 ¢isel a do mrazaku zbylych n — 1 ¢&isel. Zaroven jsem si vSimla, Ze v troubé nejsou
vSechny ¢isla stejna. Ale rozhodla jsem se svoji chybu napravit. Pfed tim jsem si oznacila soucet
&isel v troubé z a soucin ¢isel v mrazaku y. Pak vim, ze at vyberu z trouby jakékoli ¢islo a dam
ho do mrazéku, tak bude soucet ¢isel v troubé roven soucinu ¢isel v mrazaku. Tedy pro kazdé
a z trouby plati: © — a = y - a, neboli x = a(y + 1). Tato rovnice m4 ale jen jedno FeSeni pro
y # —1, takze nemize byt splnéna pro vSechna a z trouby. Takze y = —1 a tedy mam nekonecné
mnoho feseni prox =y + 1= 0.

V tu chvili mi doslo, Ze mam mnozinu realnych ¢isel, pro kterou plati, Ze pokud odstranim
n + 1 cisel, kde alesponn dvé jsou ruzna, tak soucin zbylych n — 1 ¢isel je vzdycky roven —1.
Pak jsem si uvédomila, Ze v ledni¢ce nemtzu mit 3 navzajem ruzna ¢isla, protoze pak budou
existovat dvé rtzné (n — 1)-tice s riznym soudinem spliiujicich, Ze ostatnich n + 1 ¢isel neni
stejnych.

Vim tedy, Ze jsem v ledni¢ce méla jen ¢isla s hodnotou a nebo b (a # b). Pfedpokladdm, ze
a i b mam vic nez 2krat a rozdélim ¢isla na (n + 1)-tici a (n — 1)-tici tak, ze se a i b vyskytuji v
obou skupindch. BUNO v (n 4 1)-tici je @ méné (nebo rovno) krat nez b, pak kdyz prohodim a z
(n —1)-tice za b z (n + 1)-tice ziskam nové rozdéleni ¢isel do trouby a mrazdku jako na zacatku.
Tedy souéin obou (n — 1)-tic by se mél rovnat —1, coz je ale spor protoze jejich souéin je bud
ruzny nebo u obou roven 0. Tedy v kdyz jsem na zacatku rozdélila ¢isla do trouby a do mrazaku
tak jsem v mrazaku méla n — 1 stejnych cisel.

Soucin téchto n — 1 ¢isel ma byt roven —1, tedy musi to byt samé —1 a musi jich byt lichy
pocet. Tedy n — 1 musi byt liché, takze n musi byt sudé. A pro sudd n jsem mohla v ledniéce
najit napfiklad jedno n a jinak samé —1, protoze:

n—(m-1)-(-1)=1=(-1)"

n-(-1)=-n=n-(-1)""1

Pro n =1 to trividlné nejde a pro n = 2 funguje vyse uvedena kombinace ¢&isel.

(Veréa Hladikova)

Uloha C5. Stépan poslal Filipovi a Radovi dva provazky, spolu s informaci, jak jsou dlouhé.
Poté se odehrala nasledujici mailova konverzace:
S: ,, Poslal jsem vam dva riizné dlouhé provazky, jejichz délka v centimetrech je
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kde a, b, c jsou prirozena cisla.“
F: [ To je zajimavé. Ale neumim fict, ktery z nich je delsi.*
R:, Ja taky ne.“
F:, Ja taky ne.“
R:, Ja taky ne.“
S:,, Je jedno, kolikrat si tohle Feknete, stejné nebudete védét, ¢i je delsi.«
F:,To je fakt zajimava informace. Ale porad nevim, kdo ma vétsi délku.“
R:, Ja taky ne.“
F:, Ja taky ne.“
S:,,Opét, je jedno, kolikrat si tohle Feknete, stejné nebudete védét, ktery z provazki je delsi.«
F:,Ha. No, furt nevim, kdo ma ten del$i.“
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R:, Ja taky ne.“

F:, Ja taky ne.“

R:, Ja taky ne.“

S:, Ve skutecnosti, je jedno, kolikrat udéldme tento maly rozhoviirek, kde budete cik-cak
tvrdit, ze nevite, kdo ma delsi provazek a ja vam feknu, ze je jedno, kolikrat si to Feknete a zZe
to stejné nezjistite, protoze to ani z tohoto prohlaseni nezjistite. Navic, pokud bych zopakoval
predchozi vétu jesté jednou, byla by stale pravdiva. A to dokonce i kdybych ji zopakoval ne
jednou, ale i dvakrat, tiikrat, ba i tisickrat.

F: ,To je fakt super informace. Ale poiad neumim Fict, ktery z nich je delsi.“

R:, Ja taky ne.“

F:, Ja taky ne.“

8:,,Jo, porad je jedno, kolikrat si ted navzajem reknete, Ze to furt nevite, poiad to nebudete
védét. A i kdyZ vam ted tuhle vétu feknu dvatisicesedmnéctkrat, porad to védét nebudete.“

F:, Zajimavé. Ale porad nevim, kdo ma vétsi kus.“

R:, Ja taky ne.“

F:, Ja taky ne.“

R:, Ja taky ne.“

F:,, Aha! Tak uz vim, ¢i provazek je delsi!“

Jak dlouhy byl Filiptv provazek?
Reseni. Oznaéme f(a,b,c) = a — 3% — W%H pro pfirozena a, b, c. Vsimneme si, ze hodnoty
f(a,b,c) jsou sefazeny lexikograficky vici trojicim (a, b, c), tedy ze f(a,b,c) > f(z,y,z) pravé
kdyZz a > x, nebo a = x a b > y, neboa = z, b = y a ¢ > z. To plyne z monotonie funkce
g(z) = 3% a nasledujicich nerovnosti (platnych pro libovolnd b, ¢ pfirozena):

. 3% + W%H <1

* vz — grrerT < gpFr < gHT = 3~ T
Prvni z nich fika, ze zména a o 1 je podstatnéjsi nez jakakoliv zména v b a ¢ a druhd, ze zména
b o 1 je podstatnéjsi nez jakdkoliv zména v c.

Predstavime-li si tedy vSechny body prostoru, jejichz soufadnice jsou usporadané trojice
ptirozenych cisel, a projdeme—lEl je v poradi

(a,b,¢) = (1,1,1),(1,1,2)...(1,2,1),(1,2,2)...(2,1,1) ...

(tedy lexikograficky), dostaneme rostouci hodnoty f(a,b,c). Misto délek provazku f(a,b,c)
muzeme tedy uvazovat trojice (a, b, c) s lexikografickym uspofadanim.

Nyni se podivejme na konverzaci po Stépanovu tivodnim vyroku. Filip svym prvnim vyrokem
fiké4, Ze jeho provazek neni nejkrat$i mozny (tedy odpovidajici (1,1,1)). Dohromady s touto
informaci Rado svym prvnim vyrokem iikd, Ze nema (1,1,1) ani (1, 1,2) (provdzky jsou rizné
trojice) Filipa i Rada (dale jen borcii) posune. To ale Stépanovym druhym vyrokem ztraci
vyznam, protoZe ten ¥k, Ze ani jeden z nich nem4 trojici (1,1, n) pro pfirozené n, protoze jinak
by opakovanim toho, Ze ani jeden zatim nevi, ¢asem borec s nizsi trojici zjistil, Ze mé opravdu
tu niiéﬂ Déle Stépan vylouéi (pro oba) druhy fadek (nejnizsi roviny) a ve tietim fadku se
borci kousek posunou. Pak piijde Stépaniiv dlouhy a dilezity vyrok. V ném Stépan nejdiiv

INeni to v pravém slova smyslu prochazeni posloupnosti, pies tii tecky se ,nikdy nedosta-
neme“. Jedna se o ordindl w®, vice je mozné najit na https://mks.mff.cuni.cz/archive/35/
uvod2s.pdf. Nam staci, ze umime kazdé dvé usporadané trojice Cisel lexikograficky porovnat a
ze v tomto usporadani je f rostouci funkce.

2Stepantv vyrok piedstavuje pravé skok o fadek vys, aniz by se cely prvni fadek prosel, viz
minulou poznamku.


https://mks.mff.cuni.cz/archive/35/uvod2s.pdf
https://mks.mff.cuni.cz/archive/35/uvod2s.pdf
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vylouéi rovinu (1,m,n), m, n € N a pak tvrdi, Ze aktudlné nejnizsi rovinu mize vyloucit jesté
tisickrat, takze oba borci jsou aktualné ve stavu (1002, 1, 1). Pak se na zakladné analogickych
avah jako dosud posunou do (1002,2019,1). Konverzace se chyli ke konci, takZe musime byt
opatrni. Vyroky postupné znamenaji (fesime jen posledni souradnici):

e Filip nema 1

e Rado nemé 1 ani 2
e Filip nema 1 az 3
e Rado nemd 1 az 4

e Filip vi, takze musi mit 4 nebo 5 (s 6 a vic by nevédél, protoze Rado by mohl mit 5, na
druhou stranu muze mit 5 a zaroven védét, protoze Rado by pak musel mit alespon 6
diky pfedpokladu rtiznosti).

Filiptv provazek muze tedy mit délku f(1002,2019,4) nebo f(1002,2019,5).
Pozndmky opravujictho. Hlavni myslenku s lexikografickym uspofddéanim pochopili vsichni
fesitelé, néktefi ji ale dostateéné nezduvodnili. Nejcastéjsi chybou bylo opomenuti druhé moz-
nosti na konci, které bylo asi zGasti zavinéné i mirné matouci otdzkou, jejiz formulace naznaco-
vala jednoznacné feseni. Jak asi bystry ¢tenar tusi, nebyl to zrovna zameér, a doufame, ze laskavi
fesitelé prominou.

(David Hruska)

Uloha N5. Davidova obliben4 prvoéisla p a q spliuji rovnici
p3 4 107 = 2¢(17q + 24).
Najdéte vsechny mozné takové dvojice prvocisel p, q.
Reseni. Vsimneme si, Ze p je liché. Kdyby p bylo sudé, tak by leva strana rovnosti byla lich4 a
prava suda. Kdyby ¢ bylo sudé, dostaneme po dosazeni vyhovujici dvojici (5, 2).

Uvazujme ted, Ze p, q jsou licha prvoéisla. K rovnici pfiéteme vlevo i vpravo 18, ¢imz si jsme
schopni rovnici upravit na

(p+5)(p? — 5p+ 25) = (5qg + 3) + (3¢ + 3)°.

Podivejme se na ni v modulo 4. Vime, Ze v obou zavorkach vpravo je sudé Cislo, jeho kvadraticky
zbytek (mod 4) je tedy 0, takze celd prava strana je 0 (mod 4) a dopoé&itame, ze p = 3 (mod 4).
Pak ale p? — 5p + 25 = 3 (mod 4). Pokud je &islo ve tvaru 4k + 3, pak musi mit v prvociselném
rozkladu prvocislo ve tvaru 4k+ 3. Tedy existuje prvocislo r ve tvaru 4k + 3, které déli obé strany
rovnosti. Nyni vyuzijeme, Ze pokud prvoéislo p je ve tvaru 4k +3 ap | a2 +b%, pak p|a ap | b.

(Jinak by totiz bylo —1 = (%)2 (mod p) nebo —1 = <%)2 (mod p), ale —1 neni kvadraticky
zbytek modulo prvoéisla tvaru 4k + 3.)
Pro r, tedy plati r | 5¢+3 a r | 3¢+ 3. Pokud jsou 2 &isla délitelna r, pak zfejmé i jejich linearni
kombinace bude délitelna r a protoze 5(3¢ 4+ 3) — 3(5q + 3) = 6, tak r | 6, proto r = 3 a zaroven
(59 + 3) — (3¢ + 3) = 2q, takze zéroven r|2q, proto ¢ = 3. Z toho dostavame p = 7.

Davidovy oblibené dvojice prvoéisel (p, q) jsou tedy (5,2) a (7, 3).
Pozndamky opravujictho. 'V tloze bylo dilezité najit hezky tvar rovnice, ze kterého se da po-
stoupit dal. VSsechna dosla feseni, kterd nebyla spravna si rovnici upravila jinak a nepodarilo se
jim dojit do konce. Obé dosl4d kompletni feseni obsahovala tento tvar.

(Vasek Voracek)

Uloha G5. Maly Jakub si nakreslil rovnostranny trojihelnik PQR a obrézek schoval na pudu.
Kdyz Jakub vyrostl a obrazek nahodou objevil, dokreslil si do néj kruznici opsanou a vepsanou se
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spolec¢nym stifedem A, stfedovy obraz bodu R podle bodu Q, ktery oznacil S, a déle body dotyku
tecen z bodu S ke kruznici opsané trojuhelniku PQR, které oznacil X a Y. Ten z pruseciku
primky XY s kruznici vepsanou, ktery lezi bliz k bodu @, oznacil K. Bod dotyku tecny z bodu
S ke kruznici vepsané, ktery nelezi na tusec¢ce QR, oznacil B a prusecik usecky SB s kruznici
opsanou oznacil U. Dokazte, ze ¢tyiuhelnik KUBA je tétivovy.

Reseni. Ukazeme, ze XY prochézi stfedem tsecky PQ, ktery si oznacime jako M. Piimka
XY je polara bodu S vzhledem ke kruznici opsané. Protoze bod lezi na primce, pravé tehdy,
kdyz polara tohoto bodu prochazi pdélem této piimky, sta¢i nam ukézat, ze S lezi na polafe
bodu M, vzhledem ke kruznici opsané. Oznacme si jako N obraz bodu M ve stejnolehlosti
se stfedem R a koeficientem 2. Ziejmé S je obrazem @ v této stejnolehlosti. Protoze A je
tézisté trojuhelniku PQR, je 2M A = AR. Zaroven plati AN = RN — RA = 2RM — RA =
2(RA+ AM) — RA = RA+2AM = 2RA = ?2124 = ﬁ—‘?\;. Protoze RA je polomér kruznice
opsané a body A, M, N lezi zjevné na piimce, je N obrazem M v inverzi podle kruznice opsané.
Zaroven ZANS = ZAMQ@Q = 90°, takze NS je kolmice na AM prochézejici obrazem M v inverzi
podle kruznice opsané, takze NS je polara bodu M, z ¢ehoz plyne, Ze S na této polafe skutecné
lezi.

Nyni uvazujme osovou soumérnost podle primky AS. Ta nam zachova kruznici opsanou a
vepsanoua prohodi k nim ptislusné tec¢ny, tedy SX prohodi s SY a SB prohodi s SR. Bod
U tudiz prejde na bod @, bod K na bod M, A zistane sebou samym a B piejde na dotyk
kruznice vepsané s QR. Tyto ¢tyti body lezi na kruznici nad pramérem AQ), takze tvori tétivovy
¢tytahelnik. Proto i obraz tohoto ¢tyfahelniku, tj. étyfthelnik KUBA, musi byt tétivovy.

(Rado Svarc)



