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ResSeni 1. série

Uloha C1. Pro celé ¢islon > 2 Jje na tabuli napsand usporddand n-tice (1,2,...,n).
V kazdém kroku je mozné vybrat dvé ¢isla z n-tice takova, Ze jejich soucet je druhou
mocninou prirozeného ¢isla, a vymeénit je, ¢cimz vznikne nova n-tice. Najdéte vSechny n,
pro kterd se na tabuli mohou vyskytnout vSechny permutace ptivodni n-tice (1,2,...,n).

Reseni. Odpovedou je n > 14. Uvazujme prirodzent grafovi interpretaciu. Zostrojime
graf GG, ktorého vrcholy su ¢isla 1,2,...,n, pricom vrcholy ¢ a j spojime hranou prave
vtedy, ked i + j je Stvorec. Jedna povolend operécia je potom prave vymena dvoch ¢isel,
ktoré su spojené hranou. Najprv ukazeme, Ze ziadne n < 13 nevyhovuje. VSimnime si,
ze pre n < 13 komponenta grafu obsahujtica 2 je podmnozinou mnoziny 2,7, 9. Nakolko
2 moze byt spojend iba s 7. 7 moze byt spojend iba s 2 a 9. Napokon 9 mdze byt spojené
iba so 7. Pre n < 13 teda ¢isla z komponenty 2 st odizolované od zvysku grafu, ¢o ma
za nasledok, ze napriklad 2 sa nevie dostat na prvi poziciu a tym nevieme dostat vsetky
permutéacie. Teraz ukazeme, ze vsetky n > 14 vyhovuju.

Lemma 1. Pre kazdé n > 14 je graf G suvisly.

Diitkaz. Budeme postupovat indukciou podla n. Pre n = 14 stadéi najst savisly podgraf
obsahujuci vSetkych 14 vrcholov. Takym podgrafom je cesta spolu s jednou vetvou

9-7-2-14-11-5-4-12-13-3-1-8, 3—6-—10.

Vsetky susedné dvojice na tychto tisekoch maju stcet rovny dokonalému stvorcu, takze
graf pre n = 14 je suvisly. Predpokladajme teraz, Ze graf na vrcholoch 1,2,... k je
stuvisly pre nejaké k > 14. Uvazujme graf na vrcholoch 1,2,...,k + 1. Stadi ukézat,
ze novy vrchol k + 1 méa suseda medzi vrcholmi 1,2, ..., k. Keby takého suseda nemal,
potom by v intervale k 4+ 2,k + 3, ..., 2k + 1 nebol Ziadny Stvorec, lebo prave tieto cisla
maji tvar k + 1+ a, kde 1 < a < k. Nech z? je najvicsi stvorec mensi ako k + 2.
Potom z? < k + 1, zatial ¢o z nasho predpokladu vyplyva (z 4+ 1)> > 2k + 2. Preto
E+1 < (z+1)2%—2% =22+ 1, ateda 2 > k/2. Zaroven viak 2 < k + 1, Cize
kE*/4 < k4 1. To dava k* — 4k — 4 < 0, ¢o je pre k > 14 spor. Teda vrchol k + 1 ma

hranu do uz stvislého grafu na vrcholoch 1,2, ..., k. Preto je suvisly aj graf na vrcholoch
1,2,...,k+ 1. Indukciou sme hotovi. O
Lemma 2. Ak je graf G suvisly, potom mozno dosiahnut vsetky permutdcie éisel 1,2,...,n.

Dukaz. Je zname, ze kazda permutécia je zlozenim transpozicii, teda vymen dvoch prv-
kov. Staci preto ukédzat, ze vieme uskuto¢nit Iubovolni vymenu dvoch prvkov. Najprv
si vS§imnime, Ze ak vieme vymenit a s b a vieme vymenit b s ¢, potom vieme vymenit
aj a s ¢ staci vykonat postupnost vymen (a,b), potom (b,c), a nakoniec opit (a,b).
Vezmime teraz Iubovolné dve rozne éisla x a y. Kedze graf G je suvisly, existuje cesta
T — v —v2 — - —v; —y, kde ¢ mdze byt aj 0. Vymeny susednych vrcholov na tejto
ceste st povolené. Opakovanym pouzitim predchadzajuceho pozorovania dostaneme, ze
vieme vymenif z a y. Vieme teda uskutoc¢nit Tubovolni vymenu, a preto aj Tubovolna
permutéciu. O
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Pre n < 13 sme ukdzali, Ze vSetky permutacie dosiahnut nemozno. Na druhej strane,
pre n > 14 je podla prvej lemy graf G stuvisly, a teda podla druhej lemy mozno dosiahnut
vSetky permutacie.

(Matej Bachnicek)

Uloha G1. Ctyithelnik ABCD je rozdélen na tétivové étyithelniky s po dvou dis-
junktnimi vnitiky. Zadny z vrcholii tétivovych étyfihelnikii v rozdéleni neni vnitfnim
bodem strany zZadného jiného ¢tyidhelniku v rozdéleni ani strany c¢tyiuhelniku ABCD.
Dokazte, ze ABCD je také tétivovy.

Reseni. Uvazujme takové rozdéleni ABC D na &tytuhelniky, kde vyzna¢ime vSechny vr-
choly a hrany tétivovych ¢tyruhelniki. Nejprve ukazeme, ze vrcholy a strany v tomto
rozdéleni tvoii bipartitni graf. Stac¢i ovérit, Ze tento graf neobsahuje lichy cyklus. Uva-
zujme libovolny cyklus K v tomto grafu, ktery ma h hran. Vnitfek cyklu K je rovnéz
rozdélen na ctytuhelniky; oznacme jejich pocet n a pocet vnitinich hran cyklu K ozna-
¢me e. Téchto n ¢tyfuhelniktt ma dohromady 4n hran. V tomto pocitani jsou hrany
cyklu K zapocitany jednou, zatimco vnitini hrany dvakrat, a tedy 4n = h + 2e. Odtud
vidime, ze h = 2(2n — e), je sudé.

Graf je tedy bipartitni, vrcholy ¢tyithelnikt lze obarvit éervené a modre tak, aby
sousedni vrcholy mély rtizné barvy. Necht A, C jsou ¢ervené vrcholy a B, D modré vr-
choly.Oznaéme pocet vnitfnich ¢ervenych bodi p a pocet vnitinich modrych bodu k.
V kazdém dil¢im ctyitahelniku je soucet tthld u cervenych vrcholti roven souctu uhld
u modrych vrchold. Proto jsou si rovny i celkové soucty thlt u ¢ervenych a modrych
vrchold. Se¢tenim hli u ¢ervenych a modrych vrcholt zvlast dostavame

/BAD + /DCB +p-360° = ZCBA+ Z/ADC + k - 360°.
Odtud plyne
/BAD+ /DCB = ZCBA+ ZADC (mod 360°).

JelikoZ na obou stranach kongruence lezi sou¢et dvou hlt mezi 0° a 2-360°, dostavame
/BAD + /DCB = /ZCBA+ LADC.

To ukazuje, ze ABCD je tétivovy ¢tyituhelnik.
(Alexis Théodore Dachary)

Uloha N1. Pro kazdé kladné celé ¢islo n uvazme jeho dvojkovy zépis. Oznaéme f(n)
¢islo, které dostaneme po odstranéni vSech nul z dvojkového zdpisu, a g(n) pocet jed-
nicek, ktery v tomto zépise nachézi. (Napiiklad f(19) = 7 a g(19) = 3.) Najdéte vSechny
kladné celé n, pro ktera plati

n=f(n)"".

Reseni. Samozfejmé plati, ze pokud g(n) = k, pak f(n) = 2% — 1, takze ve skutecnosti
méme najit viechna k > 1 takové, ze (2" — 1)* m4 v binarnim zapisu pravé k jednicek.
Pro k = 1 dostavame feSeni n = 1 a pro k = 2 dostavame feSeni n = 9. Je-li k liché, pak
2F —1)F =1 (mod 2%),
2
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tedy jeho binarni zapis kon¢i k jednic¢kami, a proto mé celkem vice nez k jednicek, pokud
k # 1. Nyni pfedpokladejme, ze k > 4 je sudé. Ukdzeme existenci dvou bloku jednicek,
oba délky témér k, coz uz da spor.

Prvni blok je na samotném zacatku. Vsimnéme si, ze (2k — l)k < 2 a dale podle
Bernoulliho nerovnosti plati

k2 k k k2 1\* K2k k2 —k
M o@ -t =2 (1o (1o ) <2 =k

Proto je na zacatku binarniho zapisu alespoit k — log, k jednicek. Na druhou stranu
uvazme poslednich 2k binarnich &slic. Ty jsou stejné jako u &isla 4% — k- 2% + 1. To
znamend, ze prvnich k — log, k cislic tohoto bloku jsou opét jednicky. Celkem tedy
mame alesponi 2k — 2log, k + 1 jednicek v bindrnim zapisu, coz je pro k > 4 vice nez k.

(Veronika Mensikova)

Uloha Al. Necht Ay, As, -+, Am je m podmnozin libovolné mnoziny velikosti n.
Dokazte, ze

m m m 3
SOl AN 4] > <2Ail> .
i=1j=1 i=1

Reseni. Nech S je dand mnozina s n prvkami. BUNV nech S = |J*, A;. Pre prvok
res oznaéme ¢ poéet mnozin A;, ktoré obsahuj prvok x (teda ¢z > 1). Dalej oznaéme
S; = erAl = . Vsimnime si, Ze Z 1 8i zapocita kazdé T prave ci-krat, a preto se
tato suma rovna poc¢tu prvkov v S, tedy n. VSimneme si, ze z Cauchyho-Schwarzovej

nerovnosti plati
2
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Teraz vyuzitim Holderovej nerovnosti dostavame

- (B1) - (B5) (B) (59 B

Spojenim tychto dvoch nerovnosti dostavame po vydeleni mn vytiZent nerovnost.
(Adam Dzavoronok)



