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RiesSenia 6. série

Uloha G6. Dany je trojuholnik ABC. Nech M a N sii postupne stredy strén AC a AB.
Priamky BM a CN pretinaji kruZnicu opisant trojuholniku ABC druhykrat v bodoch M’ a
N'’. Nech body X,Y lezia postupne na polpriamkach opacnych k polpriamkam BC a CB tak, ze
|{N'XB| = |{ACN]| a |[AM'YC| = |{ABM|. Dokazte, zZe trojuholnik AXY je rovnoramenny.
Riesenie. Oznaéme postupné B’, C’ obrazy B, C ve stiedové soumérnosti podle M, N. Protoze
M lezi ve stiedu AC i BB’, je BCB'A rovnobéznik. Obdobné je C BC’ A rovnobéznik.

Diky rovnobéznosti AB a C M’ ziskdvame

|£BMC| = |ZMBA| = |ZM'YC].

Bod B’ miize lezet vné nebo uvniti v kruznice opsané trojihelniku ABC. V prvnim piipadé
lezi body B, M’, B’ na pfimce v tomto potadi, v druhém ptipadé lezi na p¥imce v poiadi B,
B’, M'. V obou ptipadech dok4dzané rovnost tthlu ukazuje, Ze ¢tyfihelnik CY B’ M’ je tétivovy.
Tudiz, opét rozborem ptipadi a za vyuziti tétivovosti ABCM’,

|Z/B'YC| = |/BM'C| = |Z/BAC].

Obdobné dokazeme |L/C’'XB| = |£BAC|. Tedy XY B’C’ je rovnoramenny lichob&znik se
zékladnami XY a B’C’. Navic A je stiedem tse¢ky B’C’, nebot |AB’| = |BC| = |AC’|. Tudiz
A lezi na ose Gse¢ky XY a |AX| = |AY|. (Alternativné lze vyuzit shodnosti trojuhelnika AC’ X
a AB'Y.)

Pozndmky opravovatela. Vétsina dorazivsich feSeni byla spravné, oviem casto také opomnéla

rozebrat konfigurace. To §lo vyfes$it i pomoci orientovanych thli. Bod jsem za to nestrhavala,
protoze to v FeSeni témér nic nezméni, ale davejte si na to pozor. (Majda Misinova)

Uloha A6. Rovnica 23 — 3z2 + 1 = 0 ma tri redlne korene x1 < x2 < x3. Dokazte, ze pre
vSetky kladné celé &isla n plati, Ze 3 deli [z}]. ([y] je znacenie pre hornii celii éast &isla y, ¢o je
najmensie celé ¢islo viésie alebo rovné ako y)
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Riesenie. Trochou poé&itania (napr. Newtonovou metédov) zistime, ze z1 € (—1—0, —1—0> ; xo €
6 7 , .
—,— ) ;23 € (2,3). Z toho mame, ze
10° 10
36 49
0< " n < n n| < 2 2 <« = = <1
<zl + g < 27|+ 23] < J2y] + |23 100+100

pre n > 1. Pre n = 1 tvrdenie zrejme plati,lebo 3 € (2,3) Pre n = 2 z Viétovych vztahov mame,
7ze x1 + x2 + x3 = 3,z122 + x2x3 + x321 = 0 teda :E% + x% + zg = (z1 + z2 + x3)? — 2(z122 +
zox3 + x321) = 9, ¢o vyuzitim predoslého pozorovania ndm da :c§ =9— (:v% + x%) € (8,9), ¢im
sme vyriesili pripad n = 2

Pre n > 3 Oznacme S = w’f + z§ + :v’g Indukciou ukazeme, ze Si-Cka si neklesajica
postupnost kladnych celych ¢isel a jej ¢leny st delitelné 3. Sg = 3, S1 =3 a S =9 a . Teda
pre nejaké k > 2 predpokladajme, ze Sp_2,Sk_1,Sr € N a st delitelné 3. Kedze plati, ze
:1:? = 356% — 1 z toho, Ze to je koren tak x’erl = Sx’f — x’f*2, ¢o plati aj pre z2 a x3. Teda
Sk+1 =38k — Sk_o > 2S5k > Si; Sk+1 = 35S — Sk_o € N a zaroven 3‘Sk+1.

Nésledne z§ = S, — (z7 + x5) € (Sp — 1, Sn), z ¢oho plynie, ¢o sme cheli.

(Martin Kopcéény)

Uloha N6. Soso zobral svoje obliibené kladné celé &islo a1 > 2 a nasledne skonstruoval neko-
neént postupnost predpisom
ant1 = a; — 1.
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Nech pre kladné celé ¢islo m > 1 znac¢i p(m) najmensieho prvociselného delitela m. Uréite vietky
kladné celé ¢isla a1 > 2, pre ktoré bola postupnost p(an) ohranic¢ena.

Riesenie. Odpovedou st vetky neparne a;. Predpokladajme, Ze a1 je neparne. VSimnite si, Ze
asn = ai""} —1 = —1 (mod azn_1), takie azpi1 = a3 —1=1-1=0 (mod asn_1) Preto
a2n—1lazn+1 a indukciou dostaneme ailazn+1 pre vSetky m, a preto p(azn+1) je ohranicené.
Aby sme ukézali, ze p(azn,) je tiez ohrani¢ené, ukdzeme, ze az, je vzdy parne. V skutoénosti
ant1 =a —1=an — 1 (mod 2), takze to plati podla indukcie.

Teraz ukazeme, Ze ak je n parne,tak p(arn) nie je ohranic¢end. Predpokladajme, Ze je ohra-
ni¢end. To znamend, Ze existuje koneénad mnozina prvocisel takd, ze kazdé ¢islo v postup-
nosti je delitelné jednym z nich. Nech st prvoéisla v tejto mnozine 2,pi,p2,...pg. Napisme
m=(p1 —1)(p2 — 1)+ (px — 1). VSimnime si, Ze kedZe a1 je parne a ant1 ma int paritu ako
an, dostaneme, Ze a2, je vzdy neparne. Konkrétne a,,t2 je neparne. Dokdzeme, Ze a,,42 nie je
delitelné ziadnym z p1, ..., pg, ¢o je spor.

Podla Malej Fermatovej vety mame

amy1 =am —1=(aBi )71 —1=0,-1 (mod p;)

ak am41 =0 (mod p;) madme am42 = —1 (mod p;) a ak am4+1 = —1 (mod p;), mame am2 =
—2 (mod p;). V oboch pripadoch p; nedeli am+2, ako sme chceli. (Matej Vasky)

Uloha C6. Urcte vetky kladné celé ¢&isla n, pre ktoré vieme ofarbit Stvoréeky nekonecnej stvo-
réekovej siete tak, e v kazdom obdlzniku, ktory obsahuje n policok, je neparny poéet ofarbenych
policok.

Riesenie. Tvrdime, Ze je to mozné pre vSetky kladné celé ¢isla n. Kladné celé ¢islo, pre ktoré
je takéto ofarbenie mozné, nazvime dobré. Aby sme ukazali, ze vSetky kladné celé ¢isla n st
dobré, dokdzeme nasledovné: (i) Ak n je dobré a p je neparne prvoéislo, potom pn je dobré; (ii)
Pre kazdé k > 0 je ¢islo n = 2% dobré. Z bodov (i) a (ii) spolo¢ne vyplyva, Ze vietky kladné celé
¢isla st dobré.

Dékaz (i) Jednoducho si vSimneme, e ak kazdy obdlznik pozostavajuci z n Stvoréekov
obsahuje neparny pocet Eervenych stvoréekov, potom musi obsahovat aj kazdy obdlznik pozos-
tévajuci z pn Stvoréekov. Kedze p je prvoéislo, obdlznik pozostavajici z pn §tvoréekov musi mat
rozmer (dizku alebo sirku) delitelny p, a preto sa da rozdelif na p obdlznikov pozostavajicich z
n Stvorcekov. Preto kazdé ofarbenie, ktoré funguje pre n, automaticky funguje aj pre pn.

Dokaz (ii) Pozorujme, Zze obdlzniky s n = 2% polickami maju k + 1 moznych tvarov:
2™M x 2k=™M pre 0 < m < k.

Claim: Pre kazdy z tychto k + 1 tvarov existuje ofarbenie s dvoma vlastnostami:

e Kazdy obdlznik s n polickami a tvarom 2F x 2¥=™ obsahuje neparny pocet &ervenych

polic¢ok.

e Kazdy obdiznik s n polickami a inym tvarom obsahuje parny podet cervenych policok
Doékaz claimu: To sa d4 dosiahnut takto: za predpokladu, ze Stvoréeky si oznacené (z,y) €
72, ofarbime Stvoréek &ervenou farbou, ak z = 0 (mod 2™) a y = 0 (mod 2*¥~™). Obdlznik
2™ x 2k—m obsahuje kazdt mozna dvojicu (z mod 2™,y mod Qk’m) presne raz, takze takyto
obdlznik bude obsahovat jedno &ervené poli¢ko (nepérne ¢islo).

Na druhej strane, uvazujme obdlznik 2¢ x 25—¢ s ¢ > m. Mnozina buniek, ktoré pokryva,
je (z,y), kde = pokryva rozsah velkosti 2¢ a y pokryva rozsah velkosti 28—*. Pocet &ervenych
poli¢ok je pocet s & = 0 mod 2™ vynasobeny poétom y s y = 0 mod 25—, Prvy pocet je
presne 2=F pretoze 2% deli 2¢ (zatial ¢o druhy je 0 alebo 1), takze pocet Eervenych policok je
parny. Pripad ¢ < m je podobny.

Nakoniec, ak mame k dispozicii tychto k + 1 ofarbeni, moézeme ich sé¢itat modulo 2, t.j.
stvorcéek bude sfarbeny na ¢erveno, ak je Cerveny v neparnom pocte tychto k + 1 ofarbeni.

(Adam Dzavoronok)



