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RieSenia 6. série
Uloha A6. Su dané nezdporné realne ¢isla a1, as, . .., an. Dokédste, Ze

1 ai aiaz ai - Qn-1

Ttar  (ta)(ta)  (Gtran(tanitas) T Fan) Otan =

Riesenie. Postupujme indukci podle n. Pro n = 1 mame dokazat ﬁ < 1, coz je nezapornosti
a1 zfejmé. Dale v obecném piipadé prepiSme levou stranu do tvaru

1 N ay ( 1 n a ot ag - ap-1 )
14a1 14a1 14+a2  (14a2)(1+a3) (I+a2)--(14an) /)’

V zévorce mame tvar levé strany dokazované nerovnosti aplikované na (n—1)-tici ¢isel ag, . . ., an,
takZe z indukéniho predpokladu muzeme (diky nezapornosti 11—21) odhadnout
1 a 14a
L< I 1 + a1 -1,
1+ a1 1+ a1 14 a1

¢imz jsme indukci hotovy.

Pozndmky opravovatela. Uloha byla dost lehka a obdrzeli jsme spoustu feseni, z nichz viechna
byla spravné. Nékteri fesitelé navic ukéazali, Zze rovnost nastava pravé tehdy, kdyz je jedno z ¢isel
ai,...,an nulové. Nékdy se naopak vyskytovaly drobné technické nedostatky, za které jsem
vSak body nestrhaval: néktefi zacinali indukci na n = 2, ¢imz pfisné vzato nedokazali nerovnost
v pripadé n = 1, a néktefi zvlast rozebirali, zda je néjaké a; nulové, co vSak vétsinou viibec
nebylo tieba. (Matéj Dolezalek)

Uloha N6. Nazvime prirodzené ¢islo n mocninové, ak n = x* pre nejaké prirodzené ¢isla x,
k, kde k > 2. Nech je a1, as,as, ... rastiica postupnost, v ktorej st zoradené vsetky mocninové
¢isla. Dokézte, Ze pre nekonecne vela indexov i je a;+1 — a; ndsobkom 2021.

Riesenie. Vsimnéme si, ze pro n = 1010 mod 2021 plati
2021 | (n+1)2 —n? =2n+ 1.

UkaZeme, Ze existuje nekoneéné mnoho n = 1010 mod 2021 takovych, Ze mezi n? a (n + 1)2
nelezi zadné mocninové c¢islo. Urcité se nemuze stat, ze by mezi nimi lezel néjaky ctverec, muze
to byt jenom néjakad vyssi mocnina. Dokézeme, ze takovych mocnin je nastésti ,,malo“.

Uvazme néjaké pfirozené N. Pocet k-tych mocnin mensich nebo rovnych N je LW ]. To
je pro k > 3 urcité nejvyse LWJ Ziejmé nas zajimaji jenom mocniny s exponentem k <
|logy (V) |. Pocet tfetich a vyssich mocnin tedy muZeme shora odhadnout jako

log,(N) V/N.
Nyni se podivejme, kolik dvojic n?, (n + 1)2, n = 1010 mod 2021 je od 1 do N. To uréité

bude aspon

VN

2021 |
Logaritmus roste pomaleji nez libovolnd mocninnd funkce, zejména log,(IN) roste pomaleji nez
V/N. Tim jsme oviem hotovi, protoze potom /N roste asymptoticky rychleji nez logq (V) JN.

Nasich dvojic ¢tverci je tedy s rostoucim N mnohem vice nez vyssich mocnin a existuje neko-
ne¢né mnoho téch, mezi kterymi zadné jiné mocninové ¢islo neni.
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Pozndmky opravovatela. VSechna feSeni byla spravna a postupovala podobné jako vzorové
feseni. LiSila se zejména v eleganci odhadti po¢tu mocninovych éisel. (Pepa Minafik)

Uloha G6. V trojuholniku ABC sa vpisana kruznica dotyka stran BC, CA, AB v bodoch
D, E, F. Nech je wq kruznica so stredom v A a prechadzajiuca bodom D; analogicky potom
definujme kruznice wy,, we. Dokézte, Ze ortocentrum trojuholnika D EF ma rovnakii mocnost ku
vSetkym trom kruzniciam wq, wp, We.

RieSenie. Budeme znacit <A, <B, <C osy thlt <A, <B, <C. Necht je H ortocentrum DEF
a oznaCme E; druhy priusecik FH s wy. Analogicky budiz F} druhy pruseéik FH s we.
Dokazeme, ze F1FEF] je tétivovy. Oznacme I, stfed kruznice A-pripsané ABC. Protoze
E1E | <B aosa E1 E prochézi stfedem wy, (tedy bodem B), tak osa F1FE je vnéjsi osa thlu <B.
Analogicky F1 F || <C, tedy osa F} F je vnéjsi osa tthlu <C. Tedy obé& tyto osy prochézi bodem
I4. Ze symetrie podle <A je osa F'E shodna s <A, tedy prochéazi I4. Tedy I4 je stied kruznice
opsané E1FEF, tedy specidlné E1 FEF; je tétivovy.
7 toho plati, ze |HE|- |HEy| = |HF| - |HF}|, tedy H ma stejnou mocnost k wy, a we. Ze
symetrie tlohy ma i stejnou mocnost k wgq.
Pozndmky opravovatela. Mezi doslymi FeSenimi se objevily i pfistupy pouzivajici komplexnich
¢isel a linearity mocnosti. (Radek Olsék)

Uloha C6. V rovine lezi niekolko obdlznikov, ktorych strany su rovnobezné so suradnicovymi
osami a ktoré spliiaji nasledujiicu vlastnost: pre lubovolné dva obdlzniky A, B existuje vodo-
rovna alebo zvisla priamka, ktora pretinaEI A aj B. Dokaz, ze je mozné zvolit jednu vodorovni
a jednu zvislt priamku tak, aby kazdy obdlznik bol pretnuty aspoii jednou z nich.

Riesenie. (podla Magdy Misinovej) Postupovat budeme tak, Ze sa budeme snazit odoberat
odblzniky a zmengovat ulohu az dovtedy, kym nedostaneme situdciu s malym poétom obdlznikov,
ktort uréite vyriesit vieme. Po odobrati obdlznika budeme chciet ziskat rieSenie mensej tilohy
také, ze kazdy odobraty obdlznik je tiez pretnuty jednou z dvoch vybranych priamok (alebo
vieme priamky posunuf tak, aby odobraté obdizniky pretinali).

V rieseni budeme pouzivat pojmy ako vyssie, nizsie, viac vlavo alebo vpravo. Pokial nebude
napisané inak, budeme mysliet neostro vyssie (vyssie alebo rovnako vysoko) atd. Ked budeme
braf nejaky extremélny (najlavejsi, ...) obdlznik a bude ich existovat viacero, vezmeme Tubo-
volny.

Nazvime obdlznik vertikdlne dominantny, ak pref a kazdy iny obdlznik existuje horizontalna,
priamka, ktora pretina oba (zjednoduSene povedané, siaha asponn od najvyssSej spodnej hrany
po najnizsi hornt hranu nejaké obdiznika). Obdobne horizontalne dominantny je obdiznik, ak
pref a kazdy iny obdiznik existuje vertikalna priamka, ktora pretina oba.

Kazdy dominantny obdlznik mézeme odstranit. Majme vertikalne dominantny obdlznik X.
Oznaéme h horizontalnu priamku, ktort by sme vybrali pre ostatné obdlzniky (bez X). Potom
bude existovat obdlznik H},, ktorého horna strana je vyssie nez h a spomedzi takych stran je k
h najblizsie. (Taky obdlznik neexistuje, len ak h Ziaden nepretina, vtedy mézeme h lubovolne
presunut.) Podobne existuje obdlznik Hy, ktorého dolna hrana je nizsie nez h a je k h najblizsie.
Spominané strany obdlznikov uréuju pas P, v ktorom mézeme h bez problémov prestivat bez
toho, aby nejaky obdlznik prestala pretinat (iaden koniec obdlZnika v pése nelezi), ale moze za-
¢at pretinat novy obdlznik. Pre X a Hj, existuje horizontalna priamka, ktora oba pretina, takze
dolna strana X musi byt nizsie ako horn4 strana Hj. Obdobne musi byt horna strana X vyssie
nez dolnd Hy. Preto musi X pretinat pds P a vieme presunat h tak, aby pretinala aj X. Po-
dobne vieme odstranit aj horizontalne dominantny obdlznik. Mézeme teda dalej predpokladat,
7e 7iadne dominantné obdlzniky nemame.

L Aby priamka pretinala obdlznik, staéi, aby iba obsahovala jeho stranu.
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Pre Iubovolny obdlZnik O oznaé¢me priamky dané jeho Tavou, pravou, hornou a dolnou
stranou ako ho, do, lo, po-

Obdlznik s najlavejsou pravou stranou oznaéme L, s najpravejsou lavou stranou P, s naj-
dolnejsou hornou stranou D a s najhornejsou dolnou stranou H. Ak je py, napravo od lp, tak
véetky obdlzniky maji pravt stranu napravo od lp, pretoze ju maji napravo od pr. Vietky
obdlzniky tiez maju lava stranu nalavo od Ip. V tomto pripade staéi zobraf Ip, ktorad sama
pretina vietky obdlzniky a tiloha je hotova.

Dalej mozeme teda predpokladat, ze py, je ostro vlavo od Ip a dy je ostro nad hp.

Teraz dokézeme, 7e ak obdlzniky L, P, H, D nie st rozne, tak vieme vybrat dve pozadované
priamky. Ak by H = D, tak vSetky obdlzniky pretinaji cely nim uréeny horizontalny pés a vieme
vybrat horizontalnu priamku, ktora vsetky pretne. Obdobne pre L = P.

Ak H = P, sta&i vybrat priamky Iy a dp. Ak pre lubovolny obdlznik X a H existuje
spolo¢né vertikdlna priamka, tak maju spolo¢nu aj Iz, ak je spolo¢na priamka horizontalna,
tak dp. Kazdy obdlznik ma s H spoloént vertikidlnu alebo horizontalnu priamku, takze tloha,
je splnena.

Nech teda tieto $tyri obdlzniky st rozne. Kazdy obdlznik ma prava stranu napravo od pr,
a Tava stranu nalavo od lp, takZe zasahuje do pasu uréeného py, a lp. Ak by H alebo D bol
pretnuty obomi priamkami I[p aj pr, tak by bol horizontdlne dominantny. Podobne, ak by L
alebo P bol pretnuty oboma priamkami dy a hp, musel by byt vertikdlne dominantny.

Aspon jedna z priamok lp a pr, nepretina H. BUNV nech je to I[p, druhd situacia je sy-
metrickd. Potom neexistuje vertikalna priamka pretinajica H aj P, takZze musia mat spolo¢nt
horizontalnu priamku a P musi byt pretnuty aj priamkou dg. Dostali sme podobnu situaciu
otocent o 90 stupriov. hp nemdze pretinat P (inak by bol P dominantny). Opakujeme postup
a dostaneme, Ze [p pretina D, pr, nepretina D. hp pretina L a dy nepretina L, p;, pretina H.
Situécia teda musi vyzerat ako na obrazku.
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KedZe neexistuje vertikdlna priamka pretinajuca L aj P (pr je ostro vlavo od lp), musi byt
taka horizontalna. TakZe hy, je nad dp. Obdobne I p je vlavo od pg . Horizontalny péas ohraniceny
hr, a dp oznacme R, vertikadlna pas ohraniCeny lp a py oznacme S.

Teraz ukazeme, 7e ak pre nase obdlzniky existuje dvojica priamok pozadovana zadanim,
tak horizontalna lezi v R a vertikdlna v S. Pretoze pre H a D neexistuje spolo¢nd horizon-
talna priamka, musi vybrand vertikdlna pretinat aspon jeden z nich, BUNV D. Ak nelezi v
pase S, tak H musi byt pretnuty vybranou horizontalnou priamkou. Ale H nemé spolo¢na ho-
rizontalnu priamku s L a D nemd spolo¢nu vertikdlnu s L, takze L nam neprechadza ziadna
vybrand priamka. To je spor, a teda ak dvojica priamok existuje, vertikilna je v S a analogicky
horizontalna je v R.

Dalej ukdzeme, Ze kazdy obdlznik pretina R alebo S, sporom. Ak nejaky obdlznik X nepre-
tina ani jeden z pasov, ma 4 moZnosti — bud px je ostro nalavo od lp a hx je ostro pod dp
(X je v lavom dolnom kvadrante urenom kriZom tvorenom pasmi), alebo je v niektorom inom
kvadrante — situdcia bude symetricki. V uvedenom pripade X nespliia podmienku so zadania o
spoloénej priamke s P, v ostatnych pripadoch je nesplia s inym obdlznikom.

Dokéazeme, ze pre obdlznika pretinajice S a nepretinajice R existuje vertikdlna priamka,
ktor4 ich vSetky pretina. Tieto obdlzniky st bud celé nad R, alebo pod R (ostro). Pre ziaden nad
R neexistuje horizontalna priamka, ktord pretina jeho aj L, preto vSetky pretina pr, zaroven
zasahuja do pasa S, tak# ich pretina {p. Obdobne, vetky obdlzniky pod R pretina lp a ppy.
Obdlznik nad R s najlavej$ou pravou stranou ozna¢ime H’, obdlznik pod R s najpravejsou lavou
stranou oznac¢ime D’. Tieto obdlzniky uréite existuji, mame minimalne samotné H a D.

H’ a D’ nemdzu mat spoloéni horizontalnu priamku, takZe maju spoloént vertikalnu a
pr je napravo od lps. Pas U ohrani¢eny tymito dvomi priamkami je vnatri pasu S (U nemoze
siahat viac vpravo, ako siaha H ani viac vlavo, ako siaha D). Naga vertikdlna priamka moze byt
kdekolvek v U, postivanim nevie vyjst von z niektorého obdlznika, ktory chceme, aby pretinala.

Podobne to vieme spravit pre obdlznky nepretinajice S, ale pretinajice R. Dostaneme
obdliniky L', P’ a pas T.

Ked miesto obdlznikov L, P, H, D a pasov R, S uvazime obdliniky L', P/, H', D' a
pasy T, U, dostaneme sa do velmi podobnej situicie. Odstrafime obdlzniky L, P, H a D a
vietky ostatné obdlzniky, ktoré nezasahti do R aj do S, neodstrafiujme vsak L', P, H a D’.
Menované obdlzniky st v analogickej vzajomnej polohe, vybrané vertikilna priamka musi byt
v U, horizontéalna v T'.

Co v8ak robit, ak vietky obdlZniky okrem L, P, H a D pretinaja R aj S? MoéZeme odstranit
L, P, H a D. Totiz ak ndjdeme pre zvy$né obdlzniky dvojicu priamok, vieme ich posunut do R
a S (pretoze neexistuje obdlznik mimo tieto pasy), teda posunutim neprestane priamka ziaden
obdl#nik pretinat. Po posunuti bude pretinat aj L, P, H a D.

V kazdom pripade sa teda vieme zbavit aspoii jedného obdlznika a dostat tak mensiu tilohu.
Uz nam chyba len zaklad indukcie. Ten méze nastaf v pripade, kedy mame len $tyri obdlzniky
L, P, H a D — vtedy vezmeme jednu priamku v pase R a jednu v S, alebo v pripde, Ze mame len
tri obdlZniky alebo menej. Vtedy vezmeme jednu spoloénti priamku dvoch obdlznikov a tretiu
vezmeme Tubovolni kolma pretinajuci obdlznik, ak mame menej obdlznikov, berieme fubovolne.

Ulohu sme teda vyriesili postupnym zmensovanim — ide v podstate o indukciu, akurat sme
ju popisali odzadu. (Michal Stanik)

Alternativni resent. Svislou pfimku a vodorovnou budeme vnimat dohromady jako kiiz. Nej-
diive kfiz umistime do roviny tak, aby vSechny obdélniky byly v jeho pravém dolnim kvadrantu.
Pak dokud nejsou vSechny obdélniky pokryté budeme kiiz posouvat doprava, nebo dolu. Ale
za podminky, Ze doprava se smime posunout pouze pokud tim neztratime zadny obdélnik (byl
pokryty a uz nebude) a dold totéz.

Jak by se tento algoritmus mohl rozbit? Jen pokud se stane, ze jesté nejsou pokryté vsechny
obdélniky a nemiiZeme se posunout doprava ani doli. Pojdme se podivat kdy se nemtizeme
posunout doprava resp. doli.
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Pokud se nemtzeme pohnout doprava, tak nastala jedna ze situaci na obrézcich Aj, As:
v levém hornim nebo levém dolnim kvadrantu lezi obdélnik, ktery mé pravou hranu na kiizi.
Ale situace A; nastat nemuze, protoze mame predpoklad, ze v pravém dolnim kvadrantu jsou
jesté nepokryté obdélniky, ale libovolny z nich nelze s obdélnikem z A; pokryt primkou. Takze
doprava nemuzeme pouze situaci Az. Analogicky doli nemtuzeme pouze situaci By. Ale situace
As a Bz nemuzou nastat soucasné, protoze obdélniky v nich nakreslené nejdou pokryt, takze
algoritmus se nezasekne. Takze konecnosti tlohy nalezne spravné feseni.

Al [: A2

—
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(Radek Olsék)



