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RiesSenia 2. série

UlohaC2. V obdIznikovej tabulke s m riadkami a n stlpcami, kde m < n, st niektoré stvoréeky
zafarbené nacierno takym sposobom, Ze ziadne dva riadky nie su rovnaké. Najdite najvicsie k
také, Ze nech sme nazaciatku mali lubovolné zafarbenie, tak vieme prefarbit niektorych k stlpcov
uplne nacerveno tak, aby stale neboli ziadne dva riadky rovnaké.

Riesenie. Ukazeme, ze hladané k je rovné n—m+1. Zafarbenie stipca nagerveno je ekvivalentné
s jeho vymazanim (vSetky riadky sa v fiom budd zhodovat, takze akoby neexistoval), preto
budeme dalej hovorit, Ze stipce mazeme.

Najskér ukazeme konstrukciu tabulky m x n, v ktorej nemozno vymazat viac stipcov. Za-
farbime nacierno v prvom riadku prvé policko, v druhom druhé a tak dalej, v i-tom riadku vzdy
i-te policko. Ak by sme spomedzi prvych m stipcov vymazali aspoii dva, (i-ty a j-ty), potom
by sa i-ty a j-ty riadok zhodovali, pretoze by boli ¢isto biele (v oboch sme jediné ¢ierne poli-
¢ko vymazali). Spomedzi prvych m stpcov teda mézeme vymazat najviac jeden a okrem toho
modzeme vymazat vSetkych n — m ostatnych, ¢o ddva odhad k <n —m + 1.

Uvedomme si, ze odstranenie n — m + 1 stlpcov je ekvivalentné s tym, ze m — 1 stipcov v
tabulke ponechame. Budeme teda dokazovat, Ze vieme ponechat najviac m — 1 stipcov tak, aby
vsetky riadky boli roézne.

Dalej ukézeme, ze z kazdej tabulky vieme vymazat n — m + 1 stipcov. Budeme postupovat
indukciou podla poétu riadkov m. Zakladom indukcie bude m = 1. Z tabulky 1 x n moézeme
vymazat vietky stipce (a ponechat 0), jediny riadok nemé s akym byt zhodny, zmazali sme
n—m+1=n stipcov.

Predpokladajme teraz, %e pre vSetky tabulky s réznymi riadkami, ktorjch poc¢et m’ je mensi
ako m (m > 2) plati, Ze vieme ponechat m’ — 1 stlpcov tak, aby riadky ostali rézne a majme
Tubovolnt tabulku m x n. Existuje aspon jeden stipec, ktory obsahuje aj biele, aj ¢ierne policko.
Ak by to tak nebolo, boli by vsetky riadky rovnaké.

Riadky vieme rozdelit na dve skupiny podla toho, ¢ maji vo vybranom stipci biele alebo
Cierne policko. Tych s bielym polickom nech je w, pricom 1 < w < m — 1, tych s Ciernym
je m — w. Uvazujme tabulku tvorent len riadkami s bielym polickom vo vybranom stipci. Z
indukéného predpokladu z nej vieme vybrat w — 1 stlpcov tak, aby boli tieto riadky navzijom
rozne. Podobne vieme z tabulky tvorenej len riadkami s ¢iernymi poli¢kami vybrat m —w — 1
stipcov, aby boli riadky navzajom rozne.

Ked vo velkej tabulke vyberieme spominanjch w — 1 a m —w — 1 stipcov z mensich tabuliek
a pridame vybrany rozdelovaci stipec, nebudeme maf ziadne rovnaké riadky, kazdé sa bud lisia
z indukéného predpokladu v mensich tabulkdch (ak maji vo vybranom stlpci rovnaku farbu)
alebo sa ligia prave vo vybranom stipci. Vybrali sme najviac (w — 1) + (m —w — 1) = m — 1
stipcov. Jednotlivé skupiny stipcov mohli, ale nemuseli byt disjunktné, ak neboli, sta¢ilo nam
vybrat menej stipcov, takze mozeme pridat nejaky vhodny pocet fubovolnych dalsich.

Ukézali sme, %e z nasej tabulky vieme vybrat nanajvys m — 1 stipcov (a vymazat n —m+1),
pricom riadky budu rézne, teda z indukcie mame, ze kK > n — m + 1.

Spojenim ziskanych odhadov dostaneme, Ze hladané k = n — m + 1, ¢o bolo treba dokazat.

(Michal Stanik)

Uloha G2. Nijdite vsetky funkcie f : R® — R\ {0} také, ze pre kazdy nedegenerovan;El
stvorsten ABC D so stredom vpisanej gule I plati

f) = f(A)- £(B)- £(C) - (D).

1To jest taky, ze jeho 4 vrcholy nelezia v jednej rovine.
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Riesenie. Ukazme si dvé elegantni feseni této ulohy.

Riesenie podle Michala Berdnka. Uvazujme libovolné dva &tyfstény ABCD a AB'C'D’ takové,
ze maji spoleény stifed koule vepsané I — je ziejmé, ze takové dva Ctyfstény existuji. Ze zadani
plati

A B F(C) (D) = F(AFBF(C)F(D') = (),
FB)YF(C)f(D) = f(BF(C) (D).

Nyni uvazujme libovolny bod X takovy, e éty¥stény X BC'D a X B’C’ D’ maji riizné stiedy
koule vepsané I; a I> (zfejm& umime zvolit B'C’D’ tak, abychom takovy bod X dokézali
najit). Tim jsme ziskali konfiguraci bodu A, B,C,D,B’,C', D', X, 11,12, kde f(I1) = f(I2).
Tuto konfiguraci ovéem muzeme libovolné posouvat, skalovat a otacet, body I1 a I jsou proto
libovolné. Funkce f tedy musi byt konstantni.

Zéroven musi platit f(A)f(B)f(C)f(D) = f(I), takze jedinym FeSenim je f(X) = 1 pro

kazdé X € R3. Tato funkce zfejmé vyhovuje zadani.
Riesenie podle Majdy Misinové. Uvazme libovolny pravidelny ¢tyfstén ABC D se stfedem koule
vepsané I. Nad jeho stény nadepisme pravidelné étytstény A’ BCD, AB'CD, ABC'D a ABCD'.
Stfedy jejich kouli vepsanych oznacme postupné I 4, Ip, Ic a Ip. VSimnéme si, ze I je stied koule
vepsané ¢tyisténtim A’B’C’'D’ a I4IglcIp. Nyni miZzeme diky rovnosti ze zadani napsat

FANF(B)F(C)f(D) = f(Ia),

F(AYFBNFO)F(D) = f(IB),
F(AYFBYF(CHF(D) = fc),
F(AFB)F(C)f(D") = f(Ip),
FAF(B)F(C)f(D) = f(I),
FANF(BYF(C) (D) = f(D),
fUa)fs)fUe)f(Ip) = f).

Kombinaci téchto rovnic dostavame
3

1) = LA FIp)FU) (D) = F(ANF(BYF(C)F (D) (FAFBIFCI(D)) = FI)*.
Ted uz nutné f(I) =1 pro libovolné I.

Pozndmky opravovatela. Snad kazdy fesil tlohu trochu jinak. Vsechna spravna reseni ale po-
stupovala podobné jako jedno ze vzorovych. Bud sestavila n&jakou soustavu rovnic, nebo nasla
konfiguraci obsahujici body se stejnou funkéni hodnotou. (Josef Minafik)

Uloha N2. Rozhodnite, ¢i existuje funkcia f : N — N spliiajiica
f(mf(n)) = f(m)f(n+m)+n
pre lubovolné n, m € N.

Riesenie. Ukazeme, ze takovd funkce neexistuje. Ozna¢me ¢ = f(1) a zkusme se na hodnoty f
divat modulo c¢. Dosazenim m = 1 dostaneme

f(f(n))=cf(n+1)+n=n (modc), (1)

z ¢ehoz specialné f(c) = f(f(1)) =1 (mod ¢).
Uvazujme nyni prirozené cislo z. Dosazenim m = ¢, n = z dostaneme

f(ef(2)) =f()f(z+c)+2z=fz+¢c)+2 (mod c). (2)
2
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Vyraz f(cf(z)) ale vyjadiime, i pokud dosadime m = f(z), n = 1, coz s pomoci (1) d&
f(fR)e) = F(f@NfA+ f(z) +1=2f1+ f(2)) +1 (mod c). ®3)
Nyni pokud c | z, dostaneme z kongruenci a postupné
1=zfQ+ f(z)+1=flcf(z) = f(z+c)+2z= f(z+¢) (mod c).
Tedy pokud je z ndsobek ¢ vétsi nez ¢, pak f(z) =1 (mod ¢). Zérovenni f(c) =1 (mod c), takze
dohromady pro ¢ | z plati f(z) =1 (mod c). Dosazenim zpé&t do pak médme f(z+c¢c)=1—2
(mod c¢) pro kazdé ptirozené z. Pro kazdé = > c tak plati f(z) =1 —z (mod c).
Nyni ukdzeme, ze ¢ | 2. Dosadme m = ¢+ 2, n = c¢. Potom je ur¢ité kazdy z argumentt
mf(n), m am+n vétsi nez c. Mame tedy mf(n) =21 (mod c) a dale
—1=1-2= f(mf(n)) =f(m)fin+m)+n=(1-2)(1-2)+0=1 (mod ¢).
To znamend, Ze c | 2, neboli ¢ € {1,2}. Dosazenim m = n = 1 vSak mame
(&) = ef(2) +1.
Pokud ¢ = 1, pak z toho plyne spor v podobé 1 = f(1) =1- f(2) + 1 > 1, zatimco ¢ = 2 vede
na f(2) = 2f(2) + 1 > f(2). Funkce spliiujici zadanou rovnost pro vSechna pfirozena &isla tak
nemitize existovat.
Pozndmky opravovatela. 7 doslych feSeni bylo pouze jedno (skoro) spravné a postupovalo
vesmeés stejné jako vzorak. Nékterd dalsi feseni obdrzela jeden bod za vylouceni alespon jednoho
z f(1) =1 ¢ f(1) = 2, mnozi dokonce dokazali, ze 1 resp. 2 vibec nelezi v oboru hodnot f. Za
jiné vlastnosti f, napt. Ze je prostd, jsem body neudéloval — hlavnim trikem feseni bylo moduleni
hodnotou f(1), v kterémzto kontextu neni prostost v pfirozenych ¢islech nijak uzite¢na.
(Matéj Dolezalek)
Uloha A2. V rovine je dana krivka C tvorend vietkymi bodmi (x,y) € R? spliajicimi 22 = y3.
Priamka ¢ pretina C v troch réznych bodoch s x-ovymi siradnicami x1, xa, x3. Dokazte, ze

2 2 2
3/ T 3/ 3/ 15
L4 Z 4 3o,
Toxs3 3T xr1T2 4

Riesenie. Nejprve si vSimneme, zZe svislé pfimky protnou kfivku C' v pravé jednom bodé, za-
timco vodorovné ji protinaji ve dvou bodech, soumérnych podle osy y. Takze ¢ nesmi byt svisla
ani vodorovna a musi mit rovnici y = pz + ¢ pro vhodné konstanty p, g, pficemz p # 0. To
znamena, ze x; jsou tii rtzné, realné koreny kubické rovnice (pz + q)3 — 22 = 0. Tu mtZeme

ekvivalentné upravit na

3 1 2 3

w3+(—q——3)x2+q—2+q—3=0- (4)
p p p p

Ch imali b v Vo3 Zf+3 z§+3 =3 _ ztastey o bri

ceme maximalizovat vyraz V = {/ vy T1es = wieass - Le symetrie
C iV viudi zdméné vsech x; za —x; muzeme po preklopeni ¢ dle osy y predpokladat p > 0.
Také nemize nastat ¢ = 0 — kdyby tomu tak bylo, byla by nula v dvojnasobnym kofenem,
takze by kofeny nebyly ruzné. Zaroven z Viétovych vztahd vime, ze z1 + z2 + 3 = p% — %q a

3

T1T2x3 = —Z—S. Tim padem plati V =3 — ﬁ a dokazovand nerovnost V' < —14—5 je ekvivalentni
sp2q < %. Pro zptehlednéni ted zavedeme substituci o = %, B = p?, pak dokazujeme nerovnost
af < 2% a vysSe uvedend kubicka rovnice je totéz jako

22

f(x):m=5~

3
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Pro ¢ < 0 je p?¢ < 0 < 2%, takze muzeme dale predpokladat ¢ > 0, tim padem o, 3 > 0.

Pokud se podivame na znaménko f spolu s vyse uvedenymi predpoklady, tak dostaneme z; >
z(2a—zx)

(2a, +00) a rostouci na (0, 2a). Tim padem musi v kazdém z téchto intervald lezet pravé jeden
kofen z;. Na intervalu (0,2«) nabyva f, ze spojitosti a monotonie, pravé hodnot z intervalu
(f(0), f(2a)) = (0, %), tudiz aby méla rovnice f(z) = 3 feSeni na tomto intervalu, musi platit

—a. Zderivovanim dostavame f'(z) = takze f je klesajici na intervalech (—a,0) a

B < 27%, coz jsme chtéli dokézat.

Alternativni Teseni. K¥ivku C' muzeme parametrizovat jako (¢3,t2) pro t € R. Priiseciky s
pfimkou ¢ si tedy mizeme oznacit jako (z;,y;) = (t3,t7) pro né&jaka redlna t;. Stejné jako v
prvnim Feseni muzeme predpokladat, ze £ ma rovnici y = px + ¢. Dosazenim do parametrizace
C' dostévame, ze t; jsou razné koreny kubické rovnice t3 — pt2 — g = 0.

Tim padem z Viétovych vztaht plynou rovnosti t1 + t2 + t3 = p, tita + tats +t3t; =0 a
titats = q. Dokazovana nerovnost je tedy ekvivalentni nerovnosti

2 2 2
oty t3 15
tots taty tito 4

za podminky t1¢2 + t2t3 + t3t1 = 0 (pro nenulova t;). Ze symetrie mizeme predpokladat, ze
t1 a t3 maji stejné znaménko. Tato nova nerovnost i podminka jsou homogenni, takze muazeme
BUNO polozit t3 = 1 (takze t; bude kladné). Podminka pak je ekvivalentni t1to 4 t1 4 t2 = 0,

takZe muZzeme vyjadiit to = — tltil , ¢imZ dostaneme nerovnost v jedné proménné:
t1 t1+1 15
*tl(tl+1)+m* t% *Z7
Bt LDy N
R R B T e

t .
m < %, které plynou z
AG. Rovnost v nich nastava pouze v pfipadé t1 = t3 = 1, coz neni dovoleno zadénim, proto
bude platit ostrd nerovnost.

Ta je vSak pouze souctem nerovnosti t; + % > 2, t% + %2 >2a
1

Pozndmky opravovatela. Uloha se nakonec ukézala byt dost pfistupnou na &tyiku. Vsechna
dosla feseni se vydala cestou druhého vzordku a lisila se predevsim zpusobem, kterym dokazovala
vyslednou nerovnost s podminkou. Kromé vyse uvedené homogenizace doslo i na AG, rozklady
a Upravy na Ctverec ¢i permutacni nerovnost. (Danil Kozevnikov)



