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RieSenia 4. série

Uloha G4. Nech M je lubovolny bod na strane BC' trojuholnika ABC. Nech k je kruZnica,
ktora sa dotyka AB a BM v bodoch T a K a kruznice opisanej trojuholniku AMC v P. Dokazte,
ze ak TK || AM, tak kruZnice opisané trojuholnikom APT a KPC sa dotykaju.

Riesenie. Ozna¢me uhly v trojuholniku $tandardne |ZCBA| = 3,|£/BAC| = o, |£ZACB| = ~.
Oznaéme stred k ako Sy, kruznicu opisanat AMC' ako kapnrc, a jej stred ako Sapnrco-

Kedze sa k dotyka BA, BM v T, K, tak T lezi na tisecke BA, K lezi na BM. Potom k lezi celé
v LABC.

(%) Zo zadania M lezi na strane BC, takze |BM| < |BC|. Navyse AMC je trojuholnik,
takze |BM| < |BC]|.

Pretoze k sa dotyka BA, BM v T, K, Sy, lezi na osi ZABC, a ATBK je rovnoramenny so
zadkladiiou TK. Zo zadania AM || TK, takze aj AABM je rovnoramenny, so zékladiiou AM.
Potom os AM splyva s osou LZABM, takze Sanrc lezi na osi ZABC. Bod dotyku P kruznic k
a kapro lezi na spojnici ich stredov, a pretoze tie lezia na osi ZABC, aj P na nej lezi.

Ukazeme, ze P je prvy priese¢nik osi ZABC a kapc (ten blizsie k B), a ze k ma s kayc
vonkajsi dotyk. Nech k’ je kruznica dotykajica sa BA, BM v T’,K’'. Ozna¢me Sy stred k’,
prvy a druhy priese¢nik k4 prc s osou ZABC ako Pi, P2, a priesecniky k' ako P;, Pj. Postupne
hybme K’ od B po M, Pj, Pj sa vzdaluji od B. Na konci K’ = M, T’ = A. Staci ukazat, Ze
|BP{| < |BP1| a |BPj| < |BP| pre tuto koncov polohu K’ — potom to plati aj pre ostatné
polohy K’.

Stvoruholnik BK'S;,/ T’ je tetivovy, lebo |/ BK'S)/|+|/BT'S)/| = 90°+90° = 180°. Potom
|ZK' Sy T'| = 180° — B. Zo stredového a obvodového uhlu potom [/K'PyT"| = XSkl
90° — 2. Potom [ZK'P{T'| = 180° — |ZK'PyT"| = 90° + 5.

Z tetivového $tvoruholnika AP M C mame |ZAP; M| = 180° — ~. Ukdzeme, ze |ZAP1 M| >
|££K'P{T'|: to je ekvivalentné s 90° — v — g > 0. Z & vieme, ze |BA| = |BM| < |BC|, takze
o> . Potom 90° —y — 2 >90° -7 — £ — 2 =°.

Nakolko P], P st v rovnakej polrovine vzhladom na AM, tak z predchadzajtcej nerovnosti
plynie |P], AM| > |P1, AM]|, odkial |P|B| < |P,B|.

Analogicky sa ukéze |[ZAP2M| < |ZK'PyT’|, a potom |PiB| < |P:B|.

Oznac¢me S1, S stredy kruznic opisanych APT,CPK. Potom je situacia nasledovna:
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To, ze sa kruznice opisané APT, CPK dotykaju, je ekvivalentné s |£S; PS2| = 180°.

P lezi na osi AM, aj na obluku kruznice kpr¢c opacnom k obluiku ACM — je to teda
stred tohto obluka. Potom |ZACP| = [/PCM| = % (pretoze st obluky ronako dlhé, k nim
prislachajuce stredové uhly ASap o P a PSapc M st rovnaké, a k nim prislichajice obvodové

uhly ACP a PCM su rovnaké). Takze P lezi na osi ZACB, a tiez vieme, Ze lezi na osi ZABC
— potom je P nutne stred kruznice vpisanej ABC, takze |ZBAP| = |[ZPAC| = 5.

Plati |£S1PT| = |£S1TP| (— lebo T, P lezia na kruznici so stredom v S, takze |S1T| =
|S1P| a ATS1P je rovnoramenny) = w (— z uhlov v ATS 1 P) = w
(— 2z obvodového a stredového uhlu) = 90° — §. Analogicky sa ukaze |/S2 PK| = 90° — 3.

Stvoruholnik BK Sy T je tetivovy, lebo |Z/BKSy| + |£BTSk| = 90° + 90° = 180°, potom
|Z/KS,T| = 180° — |ZKBT| = 180° — 3. K nemu obvodovti uhol KPT splha |[/KPT| =

|ZKS,T| _ 8
T =900 g

Nakoniec |£S1PS2| = |£S51PT| + |[£LTPK| + |£ZKPSs| = 270° — %M = 180°, ¢o sme
chceli dokazat.
(Truc Lam ,,Buj“ Bui)
Uloha N4. Nsjdite vsetky dvojice celych éisel (z,y), pre ktoré plati

28 4 23y = o3 + 242
Riesenie. Rovnicu upravime na

@) +a®y— (P +24%) =0 (1)

Tato rovnicu riesime ako kvadratickd rovnicu s premennou z3. Dostédvame

— 493 2
(6%)1p = Y= VAT T 97 v2y+9y _Yy (—u: WHQ)

2

Vidime, ze aby bolo ¢islo 23 racionalne, tak musi byt y = 0 alebo &islo /4y + 9 musi byt
raciondlne, ¢o je prave vtedy, ked je celé. Nakolko je ale celé aj pre y = 0, tak mozno kazdopadne
povedat, ze &islo /4y + 9 je nutne celé. Pre nejaké celé é&islo k spliajice 4y + 9 = k2 tak plati

o3 = %(—1 T k)

Z vyjadrenia 4y + 9 = k? vidime, Ze k je neparne, takZe mozno polozit k = 2n + 1, kde
n € Z. Potom Tahko vyjadrime

y=(n—-1)(n+2)

23 =n(n—1)(n+2) @

Pre n spliiajiice |n| > 3 viak Tahko overime nerovnosti

n+1)3>nn—-1Dn+2)>nd

To znamen4, Ze pre také n nemoze byt vyraz n(n — 1)(n + 2) tretia mocnina celého éisla.
Takze staéi rozobrat pripady, ked |n| < 2:
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e Pre n € {—2,0,1} dostaneme z (2) vztah 2 = 0, takze 2 = 0. Dosadeim do (1) potom
dostaneme —y2(2 +y) = 0, takze y = 0 alebo y = —2. Mame tak 2 rieSenia poévodnej
sustave, (0,0) a (0, —2).

e Pre n = —1 dostavame vzfah 23 = 2, ¢o pre ziadne celoéiselné x neplati.
e Pre n = 2 napokon z (2) dostavame 23 = 8, y = 4, o déva posledné riesenie (2,4).

Skuska v nasom postupe nie je nutnd, mozno sa nou vSak presvedcit, ze vSetky 3 najdené
dvojice naozaj spliiaji rovnicu zo zadania.

Zaver: Vsetky vyhovujace dvojice (z,y) st dvojice (0,0), (0, —2), (2,4).

Poznamky opravovatela. Ulohu riesilo celkovo 13 riesitelov. Podla vysledkov je jasné,
ze bol velky problém napisat dokonalé riesenie. Chyby boli rozmanité a snad sa kazdy z tych
svojich poué¢i. Chcel by som podotknit len jedno. Je sice pravda, ze ak %(—1 + /A4y 4+ 9) je celé
&islo, tak potom aj /4y + 9 je celé &islo. Keby sme vSak zamenili 9 za 8, uz by to neplatilo.
7 riesitelov, ktori toto potrebovali, to explicitne poznamenal iba Danil KoZevnikov, za ¢o ho
verejne chvalim.

(Patrik Bak)

Uloha C4. Niéjdite vsetky realne é&isla k > 1, pre ktoré sa obdlznik k x 1 neds rozdelit na dva
podobné nezhodné mnohouholniky.

Riesenie. Najprv ukazeme, Ze pre k = 1 to nie je mozné. Predpokladajme, Ze je. Pozrime sa na
to, aké ¢ast obvodu moze byt v jednom mnohouholniku. Je Tahké si rozmysliet, ze obvod musi byt
rozdeleny dvoma bodmi tak, ze ¢ast medzi nimi je v jednom mnohouholniku a zvysok v druhom,
alebo je cely obvod v jednom mnohouholniku. Kazda strana jedného mnohouholnika, ktora nelezi
na obvode Stvorca, je zrejme aj stranou druhého mnohouhlonika. KedZze mnohouholniky st
podobné, tak maja aj rovnako vela stran. Preto deliace body lezia bud na protilahlych stranach
$tvorca, alebo v protilahlych vrcholoch. V kaZzodm pripade, oba mnohouholniky obsahuju stranu
$tvorca, t.j. majua stranu dlzky 1.

Ked sa pozrieme na najdlhsiu stranu vicsieho z nich, tak vieme, ze je dlhsia ako najdlhsia
strana druhého mnohouholnika. Preto nemoéze byt na obvode stvorca, lebo by mala dizku 1 a
takd je aj v druhom. No na druht stranu neméze byt vnutri Stvorca, lebo by bola aj stranou
druhého, ¢o je spor. Preto sa stvorec neda rozdelit na dva nezhodné podobné mnohouholniky.

Pre k > 1 sa to da. Nech je to obdlznik ABCD, pri éom |AB| = k,|BC| = 1. Zvolme
realne ¢islo @ > 1 a prirodzené ¢islo n. Rozdelime to lomenou ¢iarou XoXj ... Xop4+1 tak, ze

t 2 v /. ~ 3
Xo0=0C,Xont+1 = A, | XiXiv1| = W a tsecky X9;X2;41 st rovnobezné so stranou
AB a zvysné so stranou BC, teda po sebe idice Gsecky st na seba kolmé.
TLahko si uvedomime, Ze toto rozdelenie je dobre popisané (plati | X1 Xa| + |X3Xa| + -+ +

| X2n—1+Xon| = |BC| = 1) a taktiez tie dva mnohouholniky st podobné s koeficientom podob-

2 4 2n 2 2n
s > . . _ +at4 _ _ 14a?44 1
nosti a, lebo lahko sa doréta, ze |DX | = W =aa|BXap| = W ==
Musi viak platit, ze k = [DX1| + [CX1| = a + 1 — _ltal4eda® poo
p ) 1 1 atadtfa2n—1 atadffazn—1°

fixné n nadobuda zrejme tato funkcia (lebo je spojita) pre a > 1 vSetky hodnoty od 1 + % do
nekonecna. No a kedze k > 1, vieme urcite najst také n aby k > 1 + % a potom aj prislusné a

a potom vieme obdlZnik rozdelif na dva podobné nezhodné mnohouholniky.
Preto hladané k je len k = 1. (Martin ,Vodka“ Vodicka)
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Uloha A4. Polyném P(z) stupria n s realnymi koeficientami ma n réznych redlnych koreriov.

Aky najvicsi pocet jeho koeficientov moéze byt rovny 07

Riesenie. V tejto tlohe sa hodilo vediet par zakladnych veci o derivécié,chE

Vynechame tu technické detaily (ktoré st zvicésa aj tak dost vysokoskolské) a pozrieme sa
na to trochu viac intuitivne. Majme polyndém, ktory ma n realnych koretiov. Pripady n € {0,1}
si lahko rozoberiete aj vy, zaoberajme sa dalej iba n > 1. Medzi kazdymi dvoma susednymi
korenmi sa nachadza prave jeden lokalny extrém. Spolu mame n— 1 roznych lokalnych extrémov.
Korene derivacie su prave tieto lokalne extrémy a teda derivacia je tiez polyném, ktory vyhovuje
zadaniu, len jeho stupen je o 1 nizsi.

Vsimnime si dalej, ze absolutny a konstantny ¢len nemo6zu byt naraz nulové, lebo nula by
bola dvojnasobnym korenom.

Teraz prichadza hlavnd myslienka Glohy: Polyném zo zadania nemoéze mat dva koeficienty
vedla seba nulové. Naozaj, keby to tak bolo, viacndsobnym derivovanim by raz vnikol polyném
ktory ma nulu ako dvojnasobny koreflEl To je v spore s tym, ze aj deriviacia ma vSetky korene
rozne a redlne. Maximalny odhad poé¢tu nulovych koeficientov je teda [n/2].

Naopak pre [n/2] uz vieme polahky skonstruovat potrebné polyndmy.

Pre parne n > 1 vyhovuje napriklad (22 — 1)(2? — 2)... (22 — n/2).

Pre neparne n > 2 vyhovuje z(x? — 1)(z2 — 2) ... (22 — |n/2]).

Ako spravny matematici nezabudneme ani na n € {0,1}: 1 respektive z.

(Miro Psota)

1Zakladné poznatky o derivaciach poskytuje napriklad &eskd Wikipédia: https://cs.
wikipedia.org/wiki/Derivace

“ak nevies preco, pozri si pravidla derivovania polynémov a skiimaj éo sa deje s poslednymi
¢lenmi
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