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RiesSenia 2. série

Uloha A2. Nech k Jje kladné celé ¢islo a nech bijekcia f : Z — 7 m4 nasledujiicu vlastnost: Ak
pre dvojicu celych ¢isel i, j plati |t — j| < k, potom tiez plati |f(i) — f(j)| < k. Ukdzte, zZe pre
Iubovolnu dvojicu celych éisel i, j plati |f(i) — f(j)| = |i — 7]

Riesenie. Uvazujme funkéni hodnoty v bodech ¢ a ¢ + 1 pro néjaké ¢ € Z. Nejprve predpokla-
dejme, ze f(i 4+ 1) > f(i). Oznaéme n = f(i) a ¢ = f(i + 1) — f(¢), z pfedpokladu plyne ¢ > 0.
Pro zvolené ¢ definujme J = {i —k+1,i —k+2,...,i+k — 1,5+ k}. Pro kazdé j € J plati
|t — j| < k, takze ze zadani |f (i) — f(j)| < k. Z toho specidlné f(j) < n + k. Obdobné pro ka-
3dé j € J plati |i+1—j| < k, ze zadani | f(i+1)— f(5)| < k. Pro kazdé j € J tedy f(j) > n+c—k.

Dohromady pro kazdé j € J plati n + ¢ — k < f(j) < n+ k. Kazdé f(j) je celé ¢islo, takze
riznych hodnot f(j) pro j € J je nejvySe n+k — (n+c—k)+1 =2k — c+ 1. Zaroven f je
bijekce, takze pocet riiznych hodnot f(j) pro f(j) € J jeroven |J| =i+ k—(i—k+1)+1 = 2k.
Plati tedy 2k < 2k — ¢+ 1, z toho ¢ < 1. Z definice je ¢ pfirozené, takze ¢ = 1.

Piipad f(i + 1) = f(z) nastat nemize, protoze f je bijekce. Ve zbylych pripadech f(i) <
f(i+1). Zde ozna¢me n = f(i+1) a c = f(i) — f(i+1), takze opét ¢ > 0. Obdobnym zplisobem
jako v prvnim ptipadé opét ziskdme ¢ = 1.

Pro kazdé i € Z tedy plati |f(¢) — f(i + 1)| = 1. Pokud existuji celd &isla z, y takova, ze
flz+1)=f(z)+1a fly) = fly+ 1)+ 1, existuje mezi nimi (vCetn&) celé &islo z takové, ze
f(z+2)= f(z+ 1)+ 1= f(z), coz je spor s prostotou f.

Plati tedy bud f(i + 1) = f(¢) + 1 pro kazdé ¢ nebo f(i + 1) = f(¢) — 1. V prvnim p¥ipadé
induktivné f(i) = f(0)+1¢, takze | f(¢) — f(4)| = | f(0)+i— f(0) — 4] = |i — j|. Ve druhém piipadé
induktivné f(i) = f(0) — i, dosazenim opét |f(i) — f(5)| = |7 — j|.

Pozndmky opravovatela. Vétsina feseni byla spravna, piipadné s ditkaznimi nedostatky. Néko-
lik Fesiteltt bohuzel nepochopilo zadani a dokazovali lohu z platnosti podminky pro vSechna k
misto jednoho pevného. (Tomés Flidr)

Uloha C2. Nech X je mnozina vsetkych vrcholov n-rozmernej kocky, teda nech obsahuje vset-
kych 2™ bodov tvaru (+£1,+1,...,+1). Ukdzte, Ze ktordkolvek jej podmnozina Y C X s viac

n+1 . . . o . < . 2
ako 2 —~ prvkami obsahuje trojicu bodov, ktoré su vrcholmi rovnostranného tro Juholmka

Riesenie. Uvazme libovolny prvek z € X a ozna¢me N(z) mnozinu prvka X, které se od =
lisi v pravé jedné soufadnici. Vzdalenost libovolnych dvou réiznych prvki y1,y2 € N(z) je 2v/2.
Bude nam stacit ukdzat, ze existuje prvek x € X takovy, ze |Y N N(z)| > 3. Nyni uvazme soucet

> Y nN(@).
zeX
Kazdy prvek z Y ma n sousedi, takze do tohoto souctu prispéje pravé n krat. Dostavame
2n+1
Z Y "N N(z)| =n|Y]| >n  =— =271,
n
zeX

¢imz jsme hotovi, protoze z Dirichletova principu musi byt jeden ze s¢itanct aspon 3.
(Pepa Minafik)

1Vzdialenost bodov z, y je dana obvyklym vztahom />0 ; (z; — v;)2.
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Uloha G2. Je dany trojuholnik ABC, ktorého kruznica vpisana sa dotyka stran BC, CA, AB
postupne v bodoch X, Y, Z. Nech w1, wa, ws su kruznice s tetivami poradeY Z, X7, XY také,
Ze w1 sa pretne s wo na priamke CZ a wi s w3 na priamke BY .

Predpokladajme, e wy pretla XY, ZX druhykrat v bodoch J, M, zatial ¢o wo pretla Y Z,
XY druhykrat v bodoch L, I a konecne w3 pretlaY Z, ZX druhykrat v bodoch K, N. Dokazte,
ze body I, J, K, L, M, N lezia na jednej kruznici.

Riesenie. Zo zadania vieme, Ze bod C lezi na chorddle CZ kruznic wi, we a bod B lezi na
chordale BY kruznic wi, w3. Dokézeme, ze AX je chordalou kruznic we,ws, vdaka ¢omu bude
tloha symetrickd pre vrcholy A, B, C.

Priamky AX, BY a CZ sa pretinaju v jednom bode (Gergonnovom bode), oznaé¢me ho G
(To vyplyva z Cevovej vety, pretoze plati |AY| = |AZ|, |BX| = |BZ| a |CX| = |CY). Tento
bod je poteénym stredom kruznic wi, w2 a w3z, pretoze CZ je chordalou kruznic w1, we a BY je
chordalou kruznic wi, w3. KedZze bod X lezi na kruzniciach wa, ws, priamka G X, na ktorej lezi
bod A, je chordalou tychto kruznic.

Dokéazeme, ze body N, M, J, I lezia na kruznici. Zo symetrie bude platit, Ze aj body J, I, L, K
lezia na kruznici a podobne aj body L, K, N, M budu lezat na kruznici. Ak by sa jednalo o 3
rézne kruznice, ich chordaly NM, JI a LK by sa bud museli pretnif v jednom bode alebo by
museli byt rovnobezné. Avsak priamky NM, JI a LK tvoria strany trojuholnika XY Z, nemozu
sa teda pretinat v jednom bode ani nemézu byt rovnobezné a preto sa nemoéze jednat o tri rozne
kruznice.

Body M, J, Z,Y lezia na kruznici w;. Ak dokadzeme, ze priamky Y Z a NI st rovnobezné,
dostaneme, ze aj body N, M, J, I lezia na kruznici. Ozna¢me P druhy priese¢nik AB s kruznicou
w2 a @ druhy priese¢nik AC s kruznicou ws. Dokazeme, ze P, N, I, Q lezia na priamke rovnobe-
znej s ZY . Budeme vyuzivat orientované uhly. Kruznica opisana trojuholniku XY Z sa dotyka
priamky BZ, takze s vyuzitim tsekového uhlu a uhlov v kruznici wg dostavame:

L(ZY,YX)=4(BZ,ZX) = L(PZ,ZX) = £(PI,IX)

Z ¢oho dostavame, ze priamky ZY a PI st rovnobezné. Analogicky dokazeme, Ze aj primaky
ZY a QN st rovnobezné.
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Bod A lezi na chordale kruznic wa, w3 a preto |AZ|-|AP| = |AY|-|AQ)|, pricom trojuholnik
AZY je rovnoramenny, preto musi byt aj trojuholnik APQ rovnoramenny. Z toho vyplyva, Ze
priamky ZY a PQ st rovnobezné, ¢o spolu s rovnobeznostou priamok ZY s QN a ZY s PI
dava, ze body P, N, I, Q lezia na priamke rovnobeznej s XY. Body Z,Y, M, J lezia na w1 a ZY
je rovnobezné s NI a preto:

L(MN,NI) = £(MZ,ZY) = £(MJ, JY)

Takze body N, M, J, I skutocne lezia na kruznici a ako bolo spomenuté predtym, analogicky
vieme dokazat, ze body J, I, L, K a L, K, N, M lezia na kruZniciach a vieme, Ze sa neméze jednat
o tri rézne kruznice a preto body I, J, K, L, M, N lezia na jednej kruznici.

Pozndmky opravovatela. Velkd Cast rieSeni bola spravna a vécésina postupovala podobne ako
vzorové riesnie. (Michal Pecho)

Uloha N2. Najdite vsetky kladné cela cisla n, pre ktoré plati
r(n) | 200" — 1,

kde 7(n) znadi pocet kladnych delitelov ¢&isla n a o(n) znadi sucet tychto delitelov.

Riesenie. Pro n =1 délitelnost zjevné plati, jelikoz 7(1) =1 = 20(1) — 1. Dale ukdzeme, ze pro
n > 1 délitelnost neplati. Pro dikaz si zavedme néasledujici znaceni: pro n > 1 ozna¢ime nejme-
nsiho prvoéiselného délitele &isla n jako f(n). Pron > 1 dokdzeme f(7(n)) < f (2°(™) — 1), ¢imz
bude ukazino, Ze néjaké prvoéislo (konkrétné to nejmensi) v rozkladu 7(n) se viibec nevyskytuje
v rozkladu 29(") — 1, takze délitelnost nemiize platit.

a™—1
a—1

Lemma 1. Pro celd ¢islo a,n > 1 plati f ( ) > f(n). Pro a = 2 je navic nerovnost vidy

ostrd.

Dokaz. Staci ukazat, ze kdyz prvocislo p déli
a™ —1

a—1

=1l+a+a4 - +a"1,

pak méa n taky néjakého prvociselného délitele mensiho nebo rovného p. RozliSme dva ptipady:
Pokud p | a — 1, pak mame

a” —1
0=

a—1

tedy p | n, coz znaéi f(n) < p.
“:__11 ekvivalentni a
(mod p). Je-li r ¥4d a modulo p, pak je pfedchozi kongruence ekvivalentni r | n. P¥itom ale diky
malé Fermatové vété r | p— 1 a z pfedpokladu @ Z 1 (mod p) je r > 1. Dohromady to znamena,
ze r, a tedy i n, ma néjakého prvociselného délitele ostfe mensiho nez p

a”—1
a—1

L

Jako druhy pfipad uvazujme p { a — 1. Potom je délitelnost p |

Dokonce jsme tedy zjistili, ze rovnost v f ( ) > f(n) muze vznikat pouze z pfipadu

p|a—1.Proa=2nenip| 1 mozné, takze zde dokonce dostaneme ostrou nerovnost, jak jsme
chtéli. O

Vyzbrojeni lemmatem uvazujme n s prvociselnym rozkladem

n=pbt ol
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Potom jsou pro 7(n) a o(n) zndmy piedpisy

m(n) = (k1 +1) - (km + 1),

k1+1 km+1
p11+ _1 pm+_1

pl_l pm_l

o(n) =

Potom postupné odhadneme

ki+1
p11+ 1

km+1 ki+1
o(n) _ _ “.pmm -1 — ; 1)17_1
f(2( 1)>f(a(n))—f< p— p— )—1g1<nmf< P >Z

> min fki+ 1) 2 (k1) (b o+ 1)) = fr(m).

Prvni (ostrd) nerovnost je lemma pro a = 2, dale upravujeme s vyuzitim ocividné vlastnosti
f(n1---nm) = minj<;<,m f(n;) a nasledné znovu pouzijeme lemma s a = p;.
Diikaz, 7e délitelnost nemiize platit pro n > 1, je tak hotov.
(Matéj Dolezalek)



