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Odmocniny z jednicky
Pavel Hudec

Abstrakt. Prispévek seznamuje s vlatnostmi odmocnin z jednicky a jejich pouzi-
tim v olympiddnich tlohéch, zejména v v illohé4ch, kde at uz pfimo, nebo neptimo,
se vyskytuji pravidelné mnohotihelniky. Cést pfispévku je vénovana pokroéilejsim
cyklotomickym polynomtm a pouziti vytvorujicich funkci spolu s odmocninami
z jednicky.

Rychly tivod do komplexnich ¢isel

V novovéku zacalo matematiktim vadit, Ze n€které polynomialni rovnice, véetné
nékterjch velmi jednoduchych, jako tieba 2 + 1 = 0, nebo ™ — 1 = 0, se nedaji
v realnych cislech rozlozit na soucin linearnich polynomu. A tak se zrodila genidlni
myslenka — matematici si oznacili jako i feSeni rovnice 22 + 1 = 0 a uvazili obor
C¢isel tvaru a + bi, kde a,b jsou redlna, ktery dnes nazyvame komplexnimi éisly. V
komplexnich ¢islech pak kazdy nenulovy polynom stupné n mé pravé n komplexnich
kofenti a d4 se rozlozit na souc¢in n zévorek stupné jedna.

Komplexni ¢isla tedy mtizeme chépat jako body roviny takové, Ze na ose x jsou
realnd Cisla, na ose y imaginarni. S¢itani komplexnich ¢isel probihéd standardné po
slozkach, s¢itdme samostatné redlnou a imaginarni ¢ast.

Zajimavéjsi operaci s komplexnimi Cisly je jejich nasobeni. K tomu je dobré
zavést goniometricky tvar komplexniho ¢isla.

Definice. Goniometrickym tvarem komplexniho ¢isla z = a+bi rozumime vyjadfeni
z =r(cosp + isingp),

kde r € R a ¢ € [0,27). Takové vyjadfeni je jednoznaéné. Cislo r pak nazjvéime
absolutni hodnotou z.

Tvrzeni (Nasobeni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru). Pro libo-
volna nenulova komplexni ¢isla plati:

r1(cosp +ising) - ro(cos ) + isin) = rira(cos(p + ) + isin(p + 9)).

Definice. Exponencidlnim tvarem komplexniho éisla z = r(cos ¢+i sin ¢) rozumime
zkréceny zapis ! z ve tvaru z = r - ',

1 Ve skute¢nosti existuji dobré diivody, pro¢ se definuje umociovani na komplexni exponent
pravé takto. Témi se vSak na této prednasce zabyvat nebudeme.
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Tvrzeni (Nésobeni v exponenciilnim tvaru). Pro libovolnd nenulovd kom-
plexni ¢isla plati:
(r1-€") - (ry - ew) =rry - i t)

(r-e¥)" = (" - ei(w)).

Definice. Necht je z = a + bi libovolné komplexni ¢islo. Komplexné sdruzenym
¢islem k ¢islu z rozumime cislo Z = a — bi.

Definice. Komplexni jednotkou rozumime komplexni ¢islo, jehoz absolutni hodnota
je 1.

Tvrzeni (Vlastnosti komplexnich jednotek a komplexniho sdruZeni). Necht
«, B jsou komplexni jednotky a z libovolné komplexni ¢islo. Potom plati:

e z+7Z a z-Z jsou redlnd, navic z + Z = 2Re(z).
e « - [ je komplexni jednotka.

e af je komplexni jednotka pro libovolné ¢ € R.
ea=oa""!

Definice. Odmocninami z jednicky fadu n rozumime kofeny rovnice z"” — 1 = 0.

Umluva. Pokud bude z kontextu jasné, jakého Fadu odmocniny z jednicky jsou,
budeme ozaceni fadu obvykle vynechavat.

; . o, . PRV 2kin
Tvrzeni. Odmocninami z jednicky fddu n jsou pravé ¢isla tvaru e™» pro k €

{0,1,...,n—1}.

Definice. Odmocninu z jednicky w fddu n nazveme primitivni okud pro zadné
)
pf‘iI‘OZGHé m<n neplati, ze wm = 1.

Tvrzeni. Necht w je primitivni odmocnina z jednicky fadu n. Potom posloupnost
(WO, wl, ..., w"t) obsahuje pravé viechny odmocniny z jednicky.

s vr

Tvrzeni. Primitivnimi odmocninami z jedni¢ky jsou prévé komplexni ¢isla ve tvaru
2kim . v /
e proke{0,1,...,n— 1}, kde k a n jsou nesoudéln4.

Umluva. V situaci, kdy nespecifikujeme primitivni odmocninu z jednicky, ze kterou
pracujeme, bude w znacit e,

Na primitnivni odmocniny z jednicky se tedy lze divat jako na ty, které maji ty
nejlepsi vlastnosti — naptiklad jejich umocnovanim umime generovat vSechny ostatni.

Konec¢né ulohy

Uloha 1. Necht m a n jsou rtizné pfirozena éisla takova, Ze rovnice
Ml i1=0 a 2" 4"41=0

maji alesponi jeden spoleény kofen. Dokazte, Ze m =n =1 (mod 3).
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Uloha 2. Nechf P,Q, R, S jsou polynomy takové, Ze pro kazdé x € C plati
P(2®) + 2Q(2°) + 2*R(2°) = (2* + 2® + 2% + = + 1)S(z).

Dokazte, ze P(1) = 0. (USA 1976)

Uloha 3. Necht n je pfirozené é&slo a f : R2 — R funkce takova, ze pro libovolny
pravidelny n-thelnik A; As ... A, plati

f(AD) + f(A2) + -+ f(An) = 0.

Dokazte, ze f je nulova funkce. (Rumunsko 1996, iKS 5-C3)
Uloha 4. Mame dana pfirozend ¢isla m,n > 1 a celd ¢isla a1, ae,...,a,, z nichz
74dné neni nasobkem m™ 1. Ukazte, Ze existuji celd ¢isla e, es, ..., e,, ne viechna

nulov, pro ktera plati |e;| < m pro kazdé 1 < i < n, takovd, ze
m" | era1 + esas + -+ + epay,.

(ISL 2002)

Uloha 5 (t&%8i). Necht a,b,c,d jsou primitivni n-té odmocniny z jedné. Uréete
hodnotu n, plati-lia+b+c+d=1.

Sumy a souciny

Uloha 6. Nechf A1, Ay, ..., A, je pravidelnj n-tthelnik vepsany do kruznice o stiedu
O a poloméru R. Na poloptimce OA; najdeme bod P takovy, ze A; lezi mezi O a
P. Dokazte, ze

[11PAil =|POI" - R™
i=1
(Putnam 1955)
Uloha 7. Dokaite, ze [/ |1 — w'| = n.
Uloha 8. Dokazte, ze
> o1
4|1 —w)? 16

w

kde suma probihd pfes vSechny primitivni 2¢-té odmocniny z jednicky.
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Uloha 9. Dokaite, ze Y -, # =% (Basilejsky problém)



Délitelnost polynomu
Definice. Polynom P déli polynom R, pravé kdyz existuje polynom @ takovy, ze
PQ = R. Zapisujeme P | R.

Véta (Gaussovo lemma). Necht P, R jsou monické polynomy s celo¢iselnymi
koeficienty takové, ze P = QR. Potom ) ma také celoCiselné koeficienty.

Cviceni 10. Dokazte, Ze polynom z* + 23 + 22 + 2 + 1 déli polynom z** + 233 +
222 2t 1.

Uloha 11. Které z ¢&isel v posloupnosti 101, 10101, 1010101, ... jsou prvocisla?
Uloha 12. Dokazte, ze polynom

P(z) =a™ +2F
muZeme zapsat jako soucin dvou nekonstantnich polynomu s celo¢iselnymi koefici-
enty, pravé kdyz n je délitelné p.

Roots of unity filter

Znaceni. Pro polynom P ozna¢me [p"] jeho koeficient u x™.

Tvrzeni. Necht P je polynom a w primitivni n-t4 odmocnina z jednicky. Potom
plati:
P(1) 4+ P(w) + -+ P(w"™ ") = n([p°] + [p"] + [p*"] + ).

Uloha 13. Najdéte hodnotu vjrazu (8) + (g) + (Z) + .-+, kde n € N je délitelné
tiemi.

Uloha 14. Kolik n-cifernych ¢éisel, které se skladaji z ¢islic 1,3, 4,6, 7 a 9, mé ciferny
soucet délitelny sedmi?

Uloha 15. Je dano n bodt na jednotkové kruznici takovych, Ze souéin vzdalenosti
libovolného bodu na jednotkové kruznici od danych bodu je nejvyse 2.

a) Dokazte, ze danych n bodd musi byt vrcholy pravidelného n-thelniku.
b) Najdéte pfiklad takové konfigurace.

Uloha 16. Nechf S = {1,...,100} a pro libovolné pfirozené n definujme
T, ={(a1,...,a,) € S" a1 +---+a, =0 (mod 100)}.

Urcete vSechna n s néasledujici vlastnosti: pokud obarvime libovolnych 75 prvka
S Cervené, potom alespori polovina usporadanych n-tic z 7, obsahuje sudy pocet
Cervené obarvenych soufadnic. (USA TSTST 2018-6)

Uloha 17. At S, znaéi mnozinu permutaci posloupnosti (1,2,...,n). Pro kazdou
takovou permutaci m € S,, ozna¢me inv(w) pocet dvojic 1 < ¢ < j < n takovych,
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ze w(i) > w(j). Necht f(n) je poet permutaci m € S,,, pro které je inv(w) délitelné
n+ 1.

Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvoéisel p takovych, ze f(p—1) > @
a nekoneéné mnoho p takovych, ze f(p — 1) < @. (IMC 2016-5)
Lemma. Necht p je prvoéislo a ag,a1,...,ap—1 jsou racionalni ¢isla, pro néz plati

2 -1
ap + a1w + aaw” + - -+ ap_ WP,

potom ag =ay =+ = ap_1.

Uloha 18. Necht p > 2 je prvocislo. Oznaéme A mnozinu {1,2,...,2p}. Uréete
pocet podmnozin A, které maji p prvka jejichz soucet je délitelny p.
(IMO 1995-6)

Cyklotomické polynomy

Definice. Jako n-ty cyklotomicky polynom oznacujeme monicky polynom, ktery méa
kofeny pravé primitivni n-té odmocnin z jednicky. Tento polynom znacime @, (z).

Tvrzeni (Vlastnosti cyklotomickych polynomii).

®,,(z) je polynom stupné p(n) s celo¢iselnymi koeficienty.

[T ®a(x) = 2" =1

®,,(z) je nerozloZitelny v racionélnich ¢islech, tedy v raciondlnich éislech se
a" — 1 rozklddé na [, ®a().

Cyklotomické polynomy jsou po dvou nesoudélné.

Lemma (Po¢itani s cyklotomickymi polynomy).

o &,(z) = Dp,..p, (xp;lil”'pgs_l), kde n = pi' ---pl* je prvociselny rozklad éisla

n.
o &y, (2) = D,(—x) pro liché n > 3.
o &, (z) = % pro p prvocislo a p { n.
Cviceni 19. Spocitejte nékolik prvnich cyklotomickych polynomti. MiZete vyuzit
lemma nahofte.
Cvicéeni 20. Rozlozte polynom z™ + 1 na souéin cyklotomickych polynomi.
Cviéeni 21. Dokaite, ze ®,.(z) = =P T
= . 771 5

Uloha 22. Reste v Z: = =y — L

Uloha 23. Najdéte viechna piirozend n > 1 takova, ze 2" + 1 je délitelné n?.
(IMO 1990)

Uloha 24. Najdéte viechny dvojice piirozenych éisel (m,n), pro které plati 1+ +
oo™ | 142+ 2™ (USAMO 1977)



Fast Fourier transform

V této sekci si predstavime pékny trik, jak 1ze nasobit dlouhé polynomy stupné n—1.
Jeden zptisob je na to jit podle definice, coz ndm zabere asi n? nasobeni, nebot obecné
potfebujeme linedrné nasobeni uz na zjisténi hodnoty jednoho koeficientu. To ale
neni nejefektivnéjsi zpusob, jak nasobit polynomy. Predstavme si, Ze umime rychle
vypocitat hodnoty polynomu v n bodech. Potom mtzeme hodnoty téchto polynomu
v bodech vynasobit jako ¢isla. Pak uz jenom potiebujeme vysledny polynom zpatky
prehodit do klasického tvaru.

Ukazuje se, ze pokud si jako body, ve kterych chceme vyhodnotit polynom,
zvolime dostateéné mnoho odmocnin z jednicky, tyto problémy prekonat dokazeme.
P1i tom se pro jednoduchost omezime na pripad, kdy je n mocnina dvojky.

Definice. Diskrétni Fourierovou transformact, zkrdcené DFT, rozumime zobrazeni
F : C" — C", které vektoru (xg,x1,...,2,—1) ptifadi vektor (yo,y1,...,Yn—1) ta-
kovy, Ze pro vSechna j plati
n—1
_ 2 : k, jk
Y; = " w?! )
k=0

kde w je néjaka pevné zvolena primitivni n-t4 odmocnina z jednicky. Budeme znacit
DFTUJ(I07 T1yew- 7xn71) = (y07y1a e 7yn71)~

K Cemu je nam dobré takové abstraktné zadefinované zobrazeni? MuZeme se
na néj divat jako na krabicku, kterd z polynomu s koeficienty (xq,x1,...,%n—1)
vyrobi jeho hodnoty ve vSech n-tych odmocninach z jednicky. Takové zobrazeni ma
tu péknou vlastnost, Ze je samo sobé€ témér inverznim az na komplexni sdruzeni
odmocniny z jednicky a konstantu %

Tvrzeni. Jestlize DFT,(x0,21,...,%Zn-1) = (Y0, Y1, - - -, Yn—1), Potom plati také
1
DFTg(yo, Yiye - 7yn—1) = E(IEQ, Tlyeo- ,In_l).

Zbyva nam tedy najit zpisob, jak rychle spocitat DFT, tedy jak vyhodnotit
polynom P(x) ve vSech odmocninéch z jednicky najednou. K tomu si zapiSeme po-
lynom P(z) takto:

P(z) = E(x) + O(x)
E(z) = ag + agx® + -+ + ap_oa™
o(

2

r) =a1x +azx® + - Fap_ 2"t

Lemma. Polynom P(z) mtZeme rychle vyhodnotit, pokud médme hodnoty E(x) a

O(x) v §-tych odmocninach z jednicky.

Lemma. DFT libovolného vektoru o n slozkach lze spocitat s pouzitim nejvyse
cnlogn aritmetickych operaci pro ¢ € R nezavislé na n.
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Véta. Dva polynomy stupné n lze mezi sebou vynasobit s pouzitim nejvyse cnlogn
aritmetickych operaci pro ¢ € R nezévislé na n.

[1] https://imosuisse.ch/smo/skripte/imovorbereitung/rootsofunity/en-
rootsofunity.pdf

[2] Danil Kozevnikov; Cyklotomické polynomy, Paseky 2018

[3] Andreescu T, Ganesh A; 108 Algebra Problems; 2014; XYZ Press

[4] Mares M, Valla T; Priivodce labyrintem algoritmi; 2017; CZ.NIC z.s.p.o

[6] https://www.youtube.com/channel/UCY0_jab_esuFRV4b17AJtAw

[6] artofproblemsolving.com

[7] http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/resitel



Hinty

Hint 1. Urcete, co mize byt spoleénym korenem.

Hint 2. Co musime dosadit, aby se prava strana rovnala nule?

Hint 3. Zvolte z € R? a dosadte z + w’ pro i € {0,1,...,n — 1}. Seitéte rovnice a geome-
tricky interpretujte, Ze jste dostali kupu pravidelnych n-thelnikd a n - f(z).

Hint 4. Podivejte se na rozdily vSech takovych souctii pro e; nezdporna. Zbyde pouze
jeden patologicky pripad. Vzpomente si na nazev prednasky a vysporujte ho.

Hint 5. Pro (k,n) = 1 uvaite automorfismy fi z Q|wy], které zobrazi w, na wk. Po se¢teni
fx(L) = fix(P) pfes vSechna k dostaneme, ze musi platit 4u(n) = ¢(n).

Hint 6. BUNO jsou to odmocniny z jednigky.

Hint 7. Podivejte se na levou stranu jako na hodnotu vhodného polynomu v jednicce.
Hint 8. PouZijte indukci a porovnejte odpovidajici si ¢leny.

Hint 9. Pouzijte predchozi priklad. Nemusite byt zcela formalni.

Hint 11. Liché ¢leny posloupnosti jsou délitelné 101. Sudé Cleny si zapiSte jako hodnotu
néjakého polynomu v destice. Jaké ten polynom ma koteny?

Hint 12. Jaké kofeny miuzou mit takové polynomy? Dokazte, Ze pak nemuzou mit vSechny
koeficienty celociselné.

Hint 13. Piimodara aplikace tvrzeni na polynom (1 + z)".

Hint 14. Je to soudet koeficientt u z”,z'*, ... polynomu (z + 2° + z* + 25 + 27 + 2%)".
Pouzijte tvrzeni a rozeberte dva pripady podle délitelnosti n sedmi.

Hint 15. ZapiSte si soucin jako polynom a dosadte do n&j odmocniny z jednicky. Z tvrzeni
odhadnéte 31" P(w').

Hint 16. Funguji pravé suda n. Uvazujte polynom P(z) = E}S’l riz® = r1002%%+. . 4112,
kde r; = —1, kdyZ i neni obarvené cervené, jinak r; = 1. Zajimé nés soucet koeficientu
u 2'%°™ u jeho n-té mocniny. Liché n vyieste Sikovnym obarvenim, diky kterému hod-

nota polynomu ve vét$iné odmocnin z jednicky bude nula. Pro suda n zapiste P(x) jako
— (21122 a:l) + 2Q(z) a odhadnéte kazdou ¢ast zvIast.

Hint 17. Dokazte, 7e koeficient polynomu P(z) = 1-(14-x)-(14z+z?) - - - (14+z+- - -+z" 1)
u z* reprezentuje poet m € S, takovych, Ze inv(m) = k. Pouzijte tvrzeni, upravte a
vSimnéte si, ze v sumé jsou dva Cleny vyrazné vétsi nez vSechny ostatni.

Hint 18. Najdéte polynom takovy, Ze po roznésobeni ¢leny cx? odpovidaji p-prvkovym
podmnozinam A, pfi¢emz c¢ by mélo byt zavislé na souctu téchto prvki. Potom tento
koeficient spocitejte dvéma zplisoby a pouZijte lemma vyse.

Hint 22. Pocitejte modulo 7.

Hint 23. Nejprve dokazte, ze 3 | n a pomoci rozkladu na cyklotomické polynomy 9 t n.
Potom zvolte nejmensi ¢ > 3, keré déli n a vysporujte.

Hint 24. Rozlozte oba polynomy nad komplexnimi ¢isly a urcete jejich kofeny.
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Analyza v MO

Danil KoZevnikov

Abstrakt. Po struéném a neforméalnim tvodu do zakladi matematické analyzy
si predvedeme fadu jeji aplikaci v feseni nerovnosti. Presto, ze diiraz bude kladen
predevsim na nerovnosti olympiadniho typu, si predvedeme i nékolik vysokoskol-
skych uplatnéni.

I suppose it is tempting, if the only tool you have is a hammer, to treat every-
thing as if it were a nail.“

— Abraham Maslow
Zaklady analyzy

Na zacatek si, bohuzel, budeme muset pro poradek zavést celou fadu definici. Ackoliv
jejich presné znéni neni vétSinou moc dilezité, tak je zcela nezbytné mit o nich
dobrou intuitivni pfedstavu, obzvlast kdyz se pozdéji budeme dostavat k ¢im dal
komplikovanéjsim konceptiim. Nékteré z pojmi si pro pohodli zavedeme rovnou pro
R™.

Umluva. Jakékoliv tuéné pismenko znadi vektor (napiiklad x). Slozky vektoru x €
R”™ budeme znadit x = (z1,...,T,).

Umluva. ,Dtkazy*“, které si ukédZeme, budou vétsinou ponékud neformélni, respek-
tive budou platit jen pro velmi specialni pfipady zminénych tvrzeni. Smifte se s tim.
Je to pro vase dobro.

Umluva. BUNO jsou vechny funkce, se kterymi pracujeme, dost hezké.

Definice. O x € R™ fekneme, ze je limitou posloupnosti bodl (x,), pokud pro
libovolné € > 0 existuje N takové, Ze |x,, — x| < € pro vSechna n > N. Pak piSeme
lim,, o X, = x a Fikdme, Ze (x,) konverguje k x.

Definice. O realném cislu c fekneme, ze je limitou funkce f:R™ — R v bodé xg,
pokud pro libovolné kladné e existuje takové § > 0, Ze pro vSechna 0 < |x — x¢| < ¢
je |f(x) — ] < e. Pak piSeme limy_,x, f(x) = c.

Definice. Funkci f(x) je spojitd v bodé svého definiéniho oboru xq, pokud pro ni
plati limy_,x, f(x) = f(xo)-

Definice. Bod x¢ nazveme lokdlnim mazimem funkce f : R™ — R pokud existuje
€ > 0 takové, ze pro vSechna |x —xg| < € je f(xo) > f(x). Lokalni minima definujeme
obdobné, souhrnné je oznacujeme jako lokalni extrémy.

Na prvni pohled se muze zdat, Ze vyse uvedené definice jsou velmi neohrabané
a ponékud matouci, tfeba proto, Ze obsahuji spoustu kvantifikatort. Jejich zavedeni
vsak kdysi poslouzilo jako skutecny prilom ve vyvoji matematiky, protoze konecné
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umoznily formalizovat intuitivni predstavu, Ze se funkce nebo posloupnost nééemu
blizi.

V tuhle chvili uz mame vSechny potfebné néstroje k tomu, abychom mohli po-
pisovat chovani fady hezkyjch funkci. Nesmime vSak zapominat, Ze je kazda funkce
dané mimo jiné svym definiénim oborem. Defini¢ni obory funkeci, které budeme zkou-
mat, spadaji do jedné z nasledujicich kategorii:

Definice. Méjme mnozinu M C R", potom o ni fekneme, ze je:

e uzavrend, pokud pro libovolnou konvergentni posloupnost bodt z M lezi i jejich
limita v M.

e otevriend, pokud pro libovolny bod x € M lezi i néjaké jeho okoli v M.

e omezend, pokud je podmnozinou néjaké koule s koneénym polomérem.

e kompakini, pokud je uzaviena a omezena.

Definice. Uzdvér mnoziny U je nejmensi uzaviend mnozina U, kterd obsahuje U
jako podmnozinu. Mnozinu U \ U nazyvame hranici U.

Poznamka. Technicky vzato je vidy zapotiebi uvadét, vzhledem k jaké mnoziné je
M uzaviend/oteviena, my to ale délat nebudeme, protoZe to bude jasné z kontextu.

Cviceni. Rozmyslete si, ze priunik, sjednoceni a kartézsky soucin koneéné mnoha
uzavienych (resp. otevienych) mnozin je uzaviend (resp. oteviend) mnozina.

Cviceni. Rozmyslete si, ze doplnék oteviené mnoZiny je uzaviend mnozina (a na-
opak).

Pokud je oborem hodnot zkoumané funkce oteviend nebo uzaviend mnozina,
tak o ni plati spousta uziteénych tvrzeni.
Véta. Kazda spojitd funkee f : [a,b] — R nabyva globélniho maxima a minima.
Dusledek. Kazda spojita funkce z kompaktni mnoziny M C R™ do redlnych ¢isel

nabyva globalniho maxima a minima.

Tvrzeni. Je-li f: R"™ — R spojitd, pak mnozina M = {x: f(x) = ¢} je uzaviena pro
libovolné realné c. Obecnéji plati, ze vzor libovolné uzaviené mnoziny je uzaviena
mnozina.

Nerovnosti jedné proménné

Ted uz se kone¢né dostdvame ke hlavnimu tématu prednasky: hledani extrému. Za-
¢neme hezky zlehka: zaméfime se na funkce z R do R, jez uz vdm nejspis budou

rivace:

Definice. Pro funkei f definujeme derivaci f v z jako f'(z) = limy_g W
(pokud je funkce definovand na okoli = a dana limita existuje). O funkei, kterd mé
derivaci na néjaké mnoziné M, Fkdme, Ze je diferencovatelnd na M (typicky bude
M otevieny interval).
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Ackoliv se Castéji pouziva tato klasicka definice, tak o néco lepsi piedstavu o
tom, co derivace vlastné je, dava nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Pokud je f diferencovatelnd v z, pak f/(z) je realné ¢islo takové, ze
pro h € R plati f(z + h) = f(z) + hf'(z) + ha(h) pro funkci «, kterd spliuje
limp_,0 a(h) = 0.

Tim padem derivace funkce tizce souvisi s jeji nejlepsi lokdlni aproximaci piim-
kou, protoze na pravé strané rovnosti mame praveé rovnici primky plus zbytek, ktery
je v blizkém okoli x zanedbatelny. Obcas se vyplati nekoukat se na derivaci jako
néjakou konkrétni limitu v daném bodé, nybrz jako na tzv. operdtor: objekt, ktery
funkci f ptifadi jinou funkci f’ (obcas pséano %).

Pro poradek dodejme, Ze diferencovatelnost funkce je strasné silnd podminka
(naptiklad kazda diferencovatelnd funkce musi byt spojitd), takze vlastné ted ome-
zujeme svoji pozornost na velmi tizkou a specifickou mnozinu funkci. Neni vSak tieba
zoufat, protoze vsechny funkce, se kterymi se bézné setkate v bézném zivoté nebo v
olympiadé, skoro vSude diferencovatelné jsou!

Derivace ma spoustu zajimavych a uzitecnych vlastnosti, napfiklad existuje
nékolik jednoduchych pravidel, pomoci kterych mizeme zderivovat prakticky cokoliv
pouze ze znalosti derivace zdkladnich funkci, jako tfeba (z")" = nz™~! pro piirozené
n, (%) = e”, (sin(z))’ = cos(x) a (cos(z))’ = —sin(z).

Cvi€eni. S vyuzitim vySe uvedeného tvrzeni dokazte, Ze pokud jsou f a g diferen-
covatelné ve spravnych bodech, tak plati:

o (f(x)+g@) = f'(z) + ¢'(x) (linearita derivace)
o (f(x)g(x)) = f(x)g(x) + f(x)g'(z) (derivace soucinu)

o (f(9(x))) = g'(2)f'(g(x)) (sfetizkové pravidlo*, F = 9¢4)

Citite-1i se v derivovani nejisti, tak si ho mzete procvicit na nasledujicich pii-
kladech:

Uloha 1. Zderivujte nasledujici funkce: 23 — 4z + 3, (e + e7%)/2, In(x), 2" pro

racionalni r, tan(x), %, arcsin(x) a CE£+1.

Uloha 2. Pokud P(z) je realny polynom stupné n > 1, éemu se rovna hodnota

vyrazu 1;((;)) ?

Uloha 3. Ukaite, Ze funkce f, definovand jako f(x) = = + 222 sin(%) prox #0 a
f(0) =0, je vSude diferencovatelna a plati f'(0) = 1, pfesto vSak f neni rostouci na
zadném intervalu okolo nuly.

Nasledujici véty ukazuji, jak presné souvisi derivace s hledanim extrému:
Tvrzeni. Diferencovatelna funkce f : (a,b) — R je na daném intervalu neklesajici
pravé kdyz ma nezapornou derivaci.

Poznamka. Pokud je derivace dokonce kladnd, tak je funkce rostouci; opacéné im-
plikace vsak neplati.
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Dausledek. Pokud diferencovatelna funkce f : (a,b) — R nabyva v bodé z( lokdlniho
extrému, pak f'(zg) = 0.

Pro¢ je vyse uvedené tvrzeni tak super? V podstaté nam fika, ze mutzeme
)
problém hledani extrémi prevést na vyrazné jednodussi problém feseni rovnice
f/(xz) = 0. Vsimnéte si ovSem, Ze zatim nic nevime o existenci extrému, ani o tom,
zda je podminka f’(z) postacujici (neni, vymyslete si protipfiklad). Druhy ze zmi-
nénych problémi se da vytesit tim, Ze se podividme na znaménko derivace v okoli x,
nebo muzeme pouzit nasledujici kritérium, které uz postacujici je:

Tvrzeni. Pokud f je v x dvakrat diferencovatelna a plati f'(z) = 0, f"(z) < 0,
pak x( je lokdlni maximum.

Problém s existenci extrémi je vSak o néco komplikovanéjsi. Je tieba dat pozor
hned na nékolik véci; feknéme, Ze hleddme maximum a minimum diferencovatelné
funkce f: M — R, pak:

e pokud M neni kompaktni, tak funkce viibec nemusi extrémi nabyvat: napfiklad
z? : (0,1) — (0,1), 1/z : Rt — RT a arctan(z) : R — (=%, %) maxima
nenabyvaji; proto je vzdy nutné vysSetfit i limity f pro x jdouci k hranici M
resp. k nekonecnu .

e i pokud M kompaktni je, tak nam podminka s derivaci nefikéd nic o chovani v
krajnich bodech: naptiklad 22 : [-1,1] — [0, 1] nabyv4 maxima na okraji svého
defini¢niho oboru; proto je vzdy tfeba zkontrolovat krajni body M.

Vzhledem k tomu, jak strasné radi vas budou mit opravovatelé, pokud se roz-
hodnete néco uderivovat, tak je zapotiebi dat si pozor nejen na spravnost vsech
algebraickych tprav, ale i na dodrzeni téchto drobnosti.

To, co jsme si zde predvedli, je postacujici k feSeni optimizacnich dloh, ve kte-
rych mame jen jeden stupen volnosti. Obcas musime udélat néjakou préci, abychom
ulohu na tento tvar zredukovali, naptiklad zbavit se néjaké podminky ¢i udélat néjaké
BUNO prohlaseni. Ani potom viak vzdycky nejlepsi rovnou zaéit bezhlavé derivovat,
Casto totiz existuji néjaké uzitecné tpravy, které ndm mizou velmi ulehcit praci.

Uloha 4. Najdéte maxima a minima nésledujicich funkei:

4+ 1 naRF

cos(z) + sin(x) na [—m, 7]
x — sin(x) na R

In(xz) —  na RT

% na RY
7Tsin4(a:2+1)+cos4(12+1) na R

Uloha 5. Najdéte defini¢ni obor a obor hodnot funkce y(z) = 2>

r2—x—2"

Uloha 6 (Bernoulliho nerovnost). Pro # > —1 a r > 1 dokazte nerovnost
14+x)">1+rz.
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Uloha 7. Pro libovolné pfirozené n a z > 0 dokazte nerovnost e* > Z?:o 7 Pro
ktera n plati nerovnost dokonce pro vsechna z € R?

Uloha 8 (podminka pro konvexitu). Ukazte, Ze pokud je f dvakrat diferen-
covatelnd na (a,b) a ma nezdpornou druhou derivaci, pak je konvexni, neboli pro
libovolnd z,y € (a,b) a t € [0,1] plati tf(z) + (1 — &) f(y) > ftz + (1 —t)y).

Vzhuiru do vyssich dimenzi

Jak jste si jisté vSimli, tak jsme se zatim nesetkali s moc piiklady z olympiad. Jejich
zadavatelé totiz (z jakéhosi zcela nepochopitelného divodu) nemaji moc radi feseni
pomoci derivaci, takze se snazi, aby nebyly zadané tlohy snadno fesitelné pomoci
klasickych technik pro funkce z R do R. Abychom mohli podobn0 postupy aplikovat
v olympiadé, je zapotiebi je zobecnit pro R™.

Prvni véc, kterou k tomu potfebujeme udélat, je definovat, co vibec v daném
pripadé znamena derivace f. Muzeme napiiklad zjednodusit situaci na néjakou, se
kterou bychom si uz uméli poradit. Funguje napfiklad to, Ze na chvili zapomeneme,
ze funkce f(z1,...,x,) zavisi na vice nez jedné proménné a vSechny z nich kromé
x; budeme vnimat pouze jen jako zafixované parametry, neboli se soustifedime jen
na to, jak se funkce chova na pfimkach rovnobéznych s osou x;. To pFirozené vede
na nasledujici definici:

Definice. Parcidlni derivaci funkce f : R™ — R podle z; (znadeno %) myslime
oby¢ejnou derivaci podle proménné x;, pfiCemz vsechny ostatni proménné povazu-

jeme za konstanty.
Piiklad. 2 (z+ 22z +y3) =1+ 2zz, a%(e””) =0

Zmnalost v8ech parcidlnich derivaci nam tedy dava predstavu o tom, jak se funkce
chova pfi zménach ve sméru jednotlivych os souradné soustavy, coz zdanlivé urcuje
jeji chovani pfi pohybu libovolnym smérem. Existuje vSak né€kolik problémi: jak
urcit derivaci v néjakém jiném sméru, nez osy nasi soustavy? A nerozbije se ndhodou
néco, pokud zvolime jinou soustavu soufadnic? Oba vSak muzeme vyftesit, kdyz se
na parcialni derivace budeme koukat tim spravnym zpisobem:

Ox1" ) Ox,

Definice. Gradientem funkce f : R™ — R myslime vektor Vf = (ﬂ .. ﬂ).

Tvrzeni. Je-li f: R" — R diferencovatelnd v x, pak plati f(x+h) = f(x) +h-
V f(x) + |hja(h) pro funkci « : R™ — R, kterd se blizi nule pro |h| — 0.

Poznamka. Formalné se diferencovatelnost funkce f definuje pravé pies existenci
takového vektoru V f(x) a pak plati, ze se gradient rovna vyse uvedenému vyrazu s
parcidlnimi derivacemi. Ani existence vSech parcidlnich derivaci vSak nezarucuje, ze
je funkce diferencovatelnd, postacujici podminkou je vSak spojitost vSech parcialnich
derivaci.

Dusledek. Derivace funkce f v x ve sméru jednotkového vektoru n, neboli % (f(x+

tn)), je n- Vf(x).
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Dusledek. Gradientu ukazuje smérem, ve kterém funkce f roste nejrychleji.

Dusledek. Gradient je kolmy na mnozinu bodi {x | f(x) = ¢} pro libovolné ¢ € R.
Dfive, nez se pustime do hledani extrémi, si muzete v nasledujicich cvicenich
vyzkouSet derivovani funkci vice proménnych:

Uloha 9. Najdéte gradient nasledujici funkei:

f(z,y) = sin(z)y + wsin(y)

[y, 2) =2 +y° + 2° — Bayz
f(x)=a-xpro a,x € R?
f(x)=|x|"proxeR3anecZ

f(z,t) = e tg(z) pro diferencovatelnou funkci g

Uloha 10. Dokazte, Ze pro diferencovatelné funkce f,g : R* - Rac: R — R”
plati nasledujici identity:

e V(f+g9)=V[f+Vyg

e V(fg)=(Vfg+ f(Vg)

o L(f(c(t)) =% Vf(c(t)) (zobecnéné ,Fetizkové pravidlo®)

Derivovani funkci vice proménnych se tedy sice koncepcné lisi od klasické de-
rivace, ale samotny vypocet vypada skoro stejné. Obdobné je tomu i pfi hledani
extrémi: funguje to skoro stejné, ale existuje fada technickych detaili, které celou
situaci miizou znac¢né zkomplikovat. Potize se skryvaji predevs§im za tim, Ze véty, na
néz spoléhame, maji komplikovanéjsi predpoklady:

Tvrzeni. Je-li M C R™ oteviend mnozina a f : M — R diferencovatelné funkce,
nabyvajici lokdlniho extrému v xq, pak plati Vf = 0.

Opét dodejme, Ze se jednd o nutnou, ale nikoliv postacujici podminku, pokud na
prednésce zbyde cas, tak si ukazeme i postacujici podminku s druhymi derivacemi.

Opét se nam tedy povedlo pomoci derivaci zredukovat optimizacni problém na
jednodussi problém feSeni rovnic (tentokrét se ovSem jednd o soustavu). Mizou se
rozbit Gplné stejné véci jako v R™, akorat jejich feSeni muze byt o néco komplikova-
néjsi, takze pokud chceme optimalizovat f na néjaké mnoziné M, pak je tfeba dat
pozor na pripady, kdy:

e M neni kompaktni: pak funkce viibec nemusi nabyvat maxima/minima, tu-
diz musime vySetfit jeji chovani na hranici nebo v nekoneénu (pokud M neni
omezend); tentokrat se vSak nemusi jednat o izolované body, nybrz o né&jaké
komplikovanéjsi mnoziny!

e pokud M kompaktni je, tak ndm podminka s gradientem néco fika pouze o
chovani f uvnitif M, takZe musime zvlast oSetfit pfipad, kdy jsou body na
hranici

Pro rozumné mnoziny (neboli viechny, se kterymi se setkdme), se ¢asto vyplati
podivat na uzavér defini¢niho oboru M, abychom zarucili existenci extrému, a pak
zvlast vysetiit chovani na hranici. Hledame-li napiiklad minimum a® + 263 — 3ab?
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pro a,b > 0, tak je snadnéjsi ilohu misto toho vyfesit pro a,b > 0 a pak Tict, co se
stane pro a = 0 a b = 0. VySetfit chovani v nekonec¢nu je ve vétsiné pripadi rovnéz
pomérné jednoduché, protoze je dokazovana nerovnost typicky bud homogenni, nebo
zjevna pro velkd ¢isla, napiiklad pro a? 4 b2 + ¢ > 10'2.

Tvrzeni o otevienych a uzavienych mnozinach, ktera jsme si predvedli na tpl-
ném zacatku, poskytuji dostatek informaci k tomu, abychom o definiénim oboru
hodnot mohli Fict, Ze se jedna o otevienou ¢i uzavienou mnozinu. U béznych mnozin
(naptiklad jednotkova sféra ¢i jeji povrch), nebo tam, kde je to zfejmé, ani neni tfeba
(samozifejmé jen pokud je spravné :D).

Tresnicka na dortu

Uz jsme si ukézali, jak se pomoci analyznickych technik daji fesit prakticky libovolné
nerovnosti, muze se ale stat, Zze k nerovnosti dostaneme i néjaké dodatecné informace,
které je obvykle zapotiebi pii dikazu vyuzit.

Pokud narazite na nerovnost s podminkou, tak je v fadé pfipadti nejjednodussi
se ji ihned zbavit pfimym vyjadfenim néjaké proménné, nebo néjakou trikovou sub-
stituci, napiiklad a = %, b=2%,c= 2 proabc=1.

Pomérné Casto se ovSem stava, ze vyjadreni jedné z proménnych vede k pomérné
nehezkym vyrazim a zadnd Sikovna substituce ¢lovéka zrovna nenapadd. Ale netfeba
zoufat, i v takovych pripadech miZeme tlohu vyfesit pomoci nasledujiciho tvrzeni:

Véta (Lagrangeovy multiplikdtory). Mé&me mnozinu M C R"™, danou soustavou
m < n rovnic g1(X) = ... = gn(x) = 0 pro spojité diferencovatelné funkce g; : R —
R. Predpokladejme, ze spojité diferencovatelnd funkce f : M — R nabyva v bodé
xg € M lokélniho extrému. Potom nastava jedna ze dvou nasledujicich moznosti:

e vektory Vg;(xg) jsou linedrné zdvislé
e existuji redlnd &isla A1, ..., A, takové, Zze Vf(xo) = > 1) AiVgi(xo)

Obvykle pouzivame Lagrangeovy multiplikdtory pro mnozinu M danou jako
{x € R" | g(x) = 0}. Potom vySe uvedend véta ¥ika, ze v kazdém lokalnim extrému
spojité diferencovatelné funkce f : M — R plati bud Vg = 0, nebo Vf = AVg pro
néjakou redlnou konstantu . Dostédvame tedy soustavu n + 1 rovnic (porovnéni jed-
notlivych slozek gradient a ptivodni podminku) v n + 1 proménnych xq, ..., x,, A
Mzeme na danou podminku pohlizet tak, zZe v extrémech musi mit tzv. Lagrangian
L(x,\) = f(x) — A\g(x) nulovy gradient: parcidlni derivace podle z; daji vyse odvo-
zenou linedrni zavislost, zatimco parcialni derivace podle A da ptivodni podminku.

Pamatujte vsak, ze pouziti Lagrangeovych multiplikdtorti ma ta sama omezeni,
jako standardni analytické metody v R"™: je zapotfebi dat si pozor na existenci ex-
trému a vSemozné limity, pfibyva ndm navic jesté jeden degenerovany piipad Vg = 0
(kritické body podminky). I zde si mtzeme zjednodusit zivot kompaktnosti: pokud
chceme optimalizovat néco na mnoziné S = {x € U|g(x) = 0}, tak se miizeme misto
toho podivat na uzavienou mnozinu S = {x € Ulg(x) = 0}.

Nyni uz nezbyva nic jiného, nez si nové nabyté znalosti vyzkouSet na raznych
ulohéch! Diive, nez se pustite do feSeni, tak si miiZete jesté precist nékolik tipu:
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e dejte si pozor na detaily: pokud se rozhodnete, Ze néjakou tlohu uderivujete,
tak tim vétSinou neudélate opravovatelim moc velkou radost, takze vam muiizou
chtit strhnout body i za snadno opravitelné drobnosti (napiiklad n&jaké hraniéni
piipady)

e Setrete si prdci: diive, nez se vrhnete do derivovani a roznasobovani, tak si
rozmyslete, jestli ndhodou nejde udélat néjakéa substituce, BUNO prohlageni &
odhad znamou nerovnosti, které by situaci zna¢né zjednodusili; totéz plati i pii
feSeni vysledné rovnice resp. soustavy

o kombinujte s jinymi metodami: pokud vam po provedeni néjakych odhadua kla-
sickymi nerovnostmi (nebo tfeba v indukénim kroku) zbyde néjaka jednoduse
vypadajici nerovnost, tak se nebojte feseni dokoncit pomoci derivaci; obcas se
naopak stane, ze se vam sice nepodafi tlohu analyzou dotesit, ale presto dosta-
nete néjakou uziteénou informaci (napiiklad o pfipadech rovnosti)

Ulozky na rozcviéeni

Uloha 11 (AG nerovnost). Pro kladna realné ¢isla ay, . . . , a,, dokazte £ >0 | a; >
" 1
(ITizy @)™

Uloha 12. Pro kladna realna é&isla, ktera splituji ab+ bc+ ca = 16 a a > 3, najdéte
minimum vyrazu 2a + b + c. (kraj MO 2015)

Uloha 13. Pron >2ax; > 0 dokazte i i + (5) > S0, i
(slovenské vybérko 2013)

Uloha 14. Pro realné z,y, z, spliujici « + y + 2 = 12, 22 4+ y? + 22 = 54, dokaizte
9 <uay,yz,zx < 25. (celostatko 2011)

Uloha 15. Pro kladn4 redlna &isla plati (a + ¢)(b* + ac) = 4a. Najdéte viechny
trojice ¢isel, pro které je hodnota b + ¢ maximalni. (celostatko 2016)

Uloha 16. Pro realna ¢isla, kterd spliwji a > 1, a + b + ¢ = 0, minimalizujte
a* 4+ b* 4 ¢* — 3abe. (slovenské vybérko 2012)

Uloha 17. Pro z; > 1 dokazte > .-, 1+lm' > - n e (IMO shortlist 1998)
K +(z1wp)

Uloha 18. Pro nezaporn4 ¢isla se sou¢tem 1 najdéte maximum vyrazu a?b+b*c+c2a.
(Kanada 1999)

Uloha 19. Pro kladna a,b,c, kterad spliwji (a + b)(b + ¢)(c + a) = 1, dokaite
ab+be+ca < 2 (TRIiKS)

Uloha 20. Pro realna ¢sla, spliwjici zaroveti a+b+c+d = 6 a a® +b? +c?+d? = 12,
dokazte: 36 < 4(a® +b% + 3 +d®) —a* — bt — * — d* < 48. (IMO shortlist 2010)
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Poradné tulohy

Uloha 21 (Jensenova nerovnost). Pro funkci f s kladnou druhou derivaci na
(a,b), libovolné redlné ¢éisla z daného intervalu x4, . .., z, a nezdporna \; se souctem
1 dokazte nerovnost > . A f(z;) > f(Ooi; Nizs).

Uloha 22. Pro kladna reélna é&isla, kterd splituji abed = 4 a a® + b2 + 2 +d? = 10
maximizujte hodnotu ab + be + cd + da. (CPS 2012)

<1.

Uloha 23. Pro kladna a, b, ¢ se sou¢inem 1 dokazte chc ﬁ <
( (staré USAMO)

Uloha 24. Pro kladna a, b, ¢, ktera jsou riizné od 1 a maji soudin 1, dokazte nerov-
2

nost chc (afil)g > 1. Ukazte, ze v ni nastava rovnost pro nekonecné mnoho trojic

raciondlnich ¢isel (a, b, c). (IMO 2008, 2)

Uloha 25. Pro kladné &isla, splitujici a +b + ¢ = % + % + %, dokazte nerovnost

ey m < 3. (IMO shortlist 2009)

Uloha 26. Pro kladné a, b, ¢ se sou¢inem 1 dokazte > eye VI +16a% > 3+4(a+b+c).
(MEMO 2012)

Uloha 27. Najdéte maximélni hodnotu vyrazu | > eye ab(a® — b?)| pro redln4 realna
¢isla, splitujici a? + b2 4 ¢ = 1. (IMO 2006, 3)

Co mi Wolfram nezchroustal

Uloha 28. Jsou-li ai, .. ., ajgo nezdpornd realn4 ¢isla, pro néz plati a3+ - -+a%y, = 1,
pak dokazte aZag + aZaz + -+ + adypa1 < g (IMO 2007 shortlist)

Uloha 29. Pro realna &isla, splitujici 22 + - - - + 22 = 1, najdéte extrémni hodnoty
VyTazu Y i Ti%it1.

[1] Jakub ,Xellos* Safin; Derivdcie, hladdnie extrémov, Kunzak 2015

[2] Evan Chen; Lagrange Murderpliers Done Correctly, http://web.evanchen.cc/
handouts/LM/LM. pdf

[3] AoPS
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Hinty

Hint 1. Pomoci zakladnich vzoreckt si muzete odvodit i vzorce pro derivaci podilu funkci
nebo inverzni funkce.

Hint 2. Vyjde >0, Z%ai, kde a1, ..., ay jsou kofeny P.

Hint 5. Funkce je definovdna na intervalech (—oo, —1), (—1,2) a (2, 00); porovnanim ex-
trému na nich dostaneme, ze funkce nenabyva pouze hodnot z (%, 1).

Hint 6. (1+ )" — rz je rostouci na (—1,0) a klesajici na (1, c0).

Hint 7. Indukce.

Hint 8. Vhodnym posouvanim lze BUNO zvolit y = 0, = 1; nerovnost tf(1) > f(t) uz
je pro tebe snadnou kotisti.

Hint 11. Polozte si BUNO X 3" a; = 1.

Hint 14. Ukazkova tloha na multiplikatory se dvéma podminkami.

Hint 15. Multiplikatory sice rychle odhali pfipad rovnosti a hledané maximum, pokud
trikové upravite vyslednou soustavu a da se snadno Fict b,c < 2, pak uz jen zbyva limita
pro a v nekonec¢nu.

Hint 16. Pro a > 1 staci pouzit multiplikdtory, bez vyfeSeni soustavy se dé& fict, ze
minimum bude 0. Pro pfipad rovnosti dosadte a pouZijte multiplikatory.

Hint 17. Zafixujte si soucin, pak multiplikdtory. Ale pak moZné zjistite, Ze se velmi Spatné
argumentuje kompaktnost. Alternativni feseni s trochou analyzy je pouzit Jensenovu ne-
rovnost na ﬁ

Hint 18. Multiplikatory; prekvapivé rovnost nenastane v symetrickém piipadeé.

Hint 19. Multiplikatory; nezapomente na limity v nekonecnu.

Hint 20. Jde to celkem v pohodé i pfimo, ale substituce x = a—1 etc. maze znacné ulehcit
zivot.

Hint 21. Zafixujte si hodnoty A; a 3.7 ; Aizs, pak pouzijte multiplikatory.

Hint 22. Multiplikdtory; zatnéte zuby, vyjde totiz /82.

Hint 23. Vyplati se odhadnout jmenovatele pomoci AG a pfejit k novym proménnym
x = Vab etc., pak mutiplikatory.

Hint 24. Udélejte substituci z = 1/a etc., multiplikdtory daji podminku rovnosti z+y+z =
3.

Hint 25. Mtzete si zavést novou proménnou s podminkou s = a + b+ ¢ a pak pouzit mul-
tiplikatory. Také funguje nerovnost zhomogenizovat, vymyslet si lepsi podminku a pouzit
multiplikatory.

Hint 26. Pomoci multiplikdtori dokazte, Ze se néjaka dvé ¢isla rovnaji. A pak se to da
dvakrat umocnit na druhou, zbyvajici polynom bude jen patého stupné a s dvojnasobnym
kofenem v jednicce.

Hint 27. Nékdo na AoPS to udélal pfimo multiplikdtorama. Pokud ale chcete feSeni pod
pét strének, tak si vSimnéte, ze se vyraz d4d pékné rozlozit vytknutim (a — b) etc., pak
prejdéte ke ¢tyfem novym proménnym s extra podminkou.

Hint 28. Dofesit pomoci multiplikatori se mi to nepovedlo, ale alesponi pomohly odhalit
ponékud bizarni pfipad rovnosti. Pak staci chytfe pouzit Cauchy-Schwarze, aby se zachoval,
a zbytek uz jsou jen rutinni odhady.
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Hint 29. Ta tloha je tady jen proto, abyste si nemohli stézovat, jak moc jsou ty ostatni
kencr. Ve srovnani s touhle totiz nejsou. Ale kdo to vyfesi, tak m4 u mé lizatko / Kofolu
/ whatever.

21



Kombinatoricka geomerie
Kuba Lowit

Abstrakt. Ulohy z kombinatorické geometrie se objevuji nap¥i¢ olympiadni i
vysokoskolskou matematikou. Mohou byt hravé, zajimavé, tézké i poucné. Je-
jich kréasa a prokleti tkvi v tom, ze v geometrickém zadani Casto dostavame vic
informaci, nez potfebujeme (a nez chceme). Na nds samotnych pak zistava bie-
meno urcit, co je v tloze ve skutecnosti dilezité, a toto prozieni vyuzit k jejimu
zdarnému vyreseni.

»Mathematics is the art of forgetting.“

Tipy

Reseni tloh z kombinatorické geometrie je zdbavné, ale mize byt i dost t&zké. Cela
tloha totiz mnohdy stoji pouze na povSimnuti si, co je v ni dilezité.

V celé prednésce si vystacime ,,jenom“ s kombinatorickou geometrii v roviné —
zéabavnd je na to dost. A ve vSemoZnych soutéZich se typicky vyskytuji hlavné ro-
vinné ulohy. Napfiklad nejtézsi tlohy na IMO byvaji neziidka pravé kombinatorické
geometrie.

Na olympiadni dlohy z kombinatorické geometrie neexistuji zadné vSespasné
postupy. Proto i my budeme trénovat jejich feSeni téméf bez jakékoli teorie. Prece
jen se ale hodi zformulovat par myslenek, které mohou pomoct.

e spojitost
V mnoha pripadech je intuitivni nécim zacit spojité€ hybat — napi. posouvat, ota-
Cet ¢i nafukovat. Pouze je potifeba dévat pozor, aby nase argumenty opravdu
byly pravdivé a prehledné. Specidlné se muze hodit takzvana diskrétni spoji-
tost: umime-li s né¢im hybat, aby se celoc¢iselny vysledek ménil vzdy pouze o
+1, a umime-li dosahnout néjakych hodnot m, n, umime dosdhnout i libovolné
hodnoty mezi nimi.

e cxtremdlni princip
Obcas je prosté potieba odnékud zacit — tak pro¢ tieba nezacit od toho nejmen-
§tho? Nebo nejveétsiho? Zprava? Zleva? Zeshora? Nebo odjinud? Prijit na dobry
zacatek je obcas vétSina feseni.

e invarianty
Kdyz méa c¢lovék dokazat, ze néco nenastane, je Sikovné najit inariant ¢i mono-
variant, ktery to zakaze.

e chytré pocitdni
Cas od ¢asu je nutné na obrazku néco spoéitat. Pointou ale bjva spoéitat to
chytfe. Rizné triky pfipominajici pocitani dvéma zpisoby casto usetii dost
prace.
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e konvexni obaly
Ma-li ¢lovék divnou mnozinu bodid v roviné, uvazeni konvexniho obalu mtize
situaci vyrazné zprehlednit.

e triangulace
Kazdy mnohothelnik lze rozfezat na trojihelniky. To nékdy opét pomtze pii
praci s body uvnitf. (Pokud zrovna nemas co délat, dikladné si rozmysli, Ze i
nekonvexni{ mnohotihelniky skute¢né néjakou triangulaci maji.)

e obarvovdni
Udélat si v tloze poradek sikovnym obarvenim je ¢asto vSechno, co je potfeba.

e Dirichletuv princip
Pouziva se tak, jak by ¢loveék c¢ekal — jakmile mamé nékolik bodt v uzaviené
oblasti, z Dirichletova principu jsou nékteré z nich blizko.

e algoritmizace
Nejjednodusi zpusob, jak sepsat feseni, nékdy muze byt nalezeni jednoduchého
algoritmu, ktery tlohu Tesi.

e pravdépodobnost
Kone¢na pravdépodobnost je jen kombinatorika v plesovych Satech. Trikova
prace s pravdépodobnosti mtze zpfehledit nejedn tvahu.

e indukce
Ta se hodi vzdycky. Obcas ji ale mtizeme provadét i podle netradi¢nich parama-
tri. Zaroven se nékdy hodi induktivné dokazovat silnéjsi tvrzeni, nez jaké nas
zajima.

. a cokoli dalsiho.

Folklor

Pro zacatek si dame par provarenych tlozek, které maji celkem pékna feSeni. Pokud
ale TeSeni nékteré z nic neznate, vymyslet ho mtize chvili trvat...

Uloha 1. Rozdélte étverec na 13 shodnjch ¢asti.

Uloha 2. Na opacnych stranach tsecky délky d jsou mravenisté s m a n mravenci.
Ti vybihaji proti sobé ve vterinovych intervalech. Kdyz se dva mravenci srazi, oba se
otoci a bézi zpét. Kdyz néktery prebéhne kraj tisecky, spadne na zem. Za jak dlouho
vsichni mravenci popadaji?

Uloha 3. Z tabulky 2" x 2" nékdo ukradl jedno poli¢ko. Dokazte, Ze zbytek tabulky

umime pokryt pomoci rohovych triomin ze tfech ¢tvereckii.

Uloha 4. V roviné je nékolik bodii, které nelezi na jedné piimce. Ukazte, Ze existuje
kruznice prochazejici alesponi tfemi z nich, kterd ve svém vnitifku neobahuje zadny
dalsi.

Uloha 5. Uvniti 2n Ghelnika sedi liska. Ze viech vrcholt po ni najednou vystielime.
Z4dn4 stfela nezasahla vrchol. Dokazte, Ze néktera strana byla zasaZena dvakrat.

Uloha 6. Na kruZnici jsme nahodné vyznadili n bodt. Jaka je Sance, ze vSechny
lezi na jedné pulkruznici?
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Uloha 7. Po kruhovém rybni¢ku plave kachnicka. Na obvodu ¢éha liska, ktera je
¢tytikrat rychlejsi, ale boji se do vody. Kachnic¢ka umi vzlétnout a uletét jen ze souse.
Podaii se ji mlsné lisce uniknout?

Uloha 8. Je mo#né rozdélit ¢tverec na nékolik ostrothlych trojihelniki?

Uloha 9. Rozfezali jsme obdélnik na mensi obdélniky a shledavame, ze kazdy ma
alespon jednu stranu celociselnou. Dokazte, Ze i ptivodni obdélnik mél alespon jednu
stranu celoc¢iselnou.

Uloha 10. Je déna konvexni mnozina M v roving, jejiz kolmy préimét na libovolnou
primku je tsecka délky 1. Musi byt M jednotkovy kruh?

Uloha 11. Kruhovou studnu s priimérem 1 metr chceme zakryt dievénymi prkny
Sirokymi 10 centimetri. Kolik jich je nejméné potieba?

Primocarejsi ulozky

Uloha 12. Na kluziti trénuje hokejista. M4 tii puky, které lezi ve vrcholech ne-
degenerovaného trojuhelniku. Pokazdé si jeden vybere a odpali ho tak, aby proletél
mezi zbylymi dvéma. Muaze je 2019-tym odpalem vratit do pivodni polohy?

Uloha 13. Ctvercovy dort s rozméry 6 x 6 je pokryty kousky ¢okolady 2x 1. Dokazte,
ze ho vzdy mutzeme rozkrojit, aniz bychom krajeli kousek cokolady.

Uloha 14. Body roviny jsou obarveny dvéma barvami. Najdéte rovnostranny troj-
thelnik se stejné barevnymi vrcholy.

Uloha 15. V roviné lezi nékolik mnohotihelnikii tak, Ze se kazdé dva protinaji.
Najdéte primku, kterad je protinad vsechny.

Uloha 16. Martin k narozeninam dostal kruhovy dort a hned se rozhodl polovinu
z néj darovat Zuzce. Nez ji ale stihl odkrojit, Pepa uz dort nakrajel tradi¢énim zpt-
sobem na pravé 4k dilkt — 2k z nich bylo vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich
(téz navzajem stejuych). Dokazte, Ze Martin i tak naSel nékolik sousednich dilkd,
které tvofily ptlkruh. (MKS 33-5-5)

Uloha 17. V roviné je kone¢na mnozina bodt S takova, ze kazdy trojihelnik s
vrcholy v S méa obsah nejvyse 1. Dokazte, Ze celd S se da schovat do trojuhelniku o
obsahu 4. (Putnam 2016)

Uloha 18. Uvniti konvexniho mnohothelniku M je dan bod O. Dokazte, Ze kolma,
projekce bodu O na nékterou stranu M lezi uvniti této strany.

Uloha 19. Dostali jste hromadu &tverecki s celkovym obsahem 1. Naskladejte je
do ¢tverce s obsahem 2 tak, aby se neptekryvaly.

Uloha 20. V roviné je dan bod A a nékolik mnohothelniki, p¥icemz kazdé dva
z nich se protinaji. Dokazte, Ze existuje kruznice se stiedem v A, kterd je protind
vsechny.
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Uloha 21. V roviné je dano n > 3 bodti v obecné poloze. Uvazujme vnitini thly
trojuhelnikt s vrcholy v téchto bodech, velikost toho nejmensiho ozna¢me ¢. Pro
dané n najdéte nejvétsi mozné ¢. (MO 64-A-11)

Uloha 22. Mame dvé kruznice s obvodem 1000. Na jedné je vyznaceno 1000 bodi,
na druhé nékolik obloukt s celkovym souc¢tem délek nejvyse 1. Dokazte, ze na sebe
umime kruznice polozit tak, aby vSechny vyznacené body lezely mimo vnitiky vy-
znacenych obloukd.

Uloha 23. Pejsek rozkousal pravidelnjch 4n-thelnik na koneéné mnoho rovnobéz-
nikt. DokaZte, Ze néktery z nich je ve skutecnosti obdélnik. (Brkos XX1-6-4)

, »

Zajimavéjsi ulozky

Uloha 24. V roviné lezi body O, A1, As, ..., Asgs tak, Ze zadné t¥i z nich nelezi
na spole¢né piimce. Ukazte, Ze pocet trojuhelnikt A;A;Ay, které obsahuji bod O,
je sudy.

Uloha 25. Koneéné mnoho bodii roviny je obarveno zluté. Kazdé tii zluté body
Ize navic zakryt paskem $itky 1. Dokazte, Ze 1ze vSechny zluté body zakryt paskem
sirky 2.

Uloha 26. V roviné je dano n > 3 bodt. Zabodnéte do roviny 2n — 5 $pendliki
tak, aby propichly vnifek kazdého trojuhelniku s vrcholy v danych bodech.

Uloha 27. V obdélniku R je dano n rézovych bodt tak, Ze spojnice zadnjch dvou
z nich neni rovnobézna s zadnou stranou R. Radi bychom roziezali R na obdélnicky
se stranami rovnobéznymi se stranami R tak, aby zadny z nich neobsahoval rizovy
bod ve svém nitiku. Kolik nejméné jich musi byt? (IMO Shortlist 2014)

Uloha 28. Rozmisténi 4027 bodtl v roviné nazveme kolumbijskym, jestlize je 2013
z nich Cervenych, 2014 modrych a zadné tii nelezi v pfimce. Skupina pfimek pro
takové rozmisténi je dobrd, pokud neprochéazi zddnym bodem rozmisténi a zadné
z Casti, na které je rovina pfimkami rozdélena, neobsahuje body rtiznych barev.
Najdéte nejmensi k takové, ze pro libovolné kolumbijské rozmisténi existuje skupina
k dobrych pfimek. (IMO 2013-2)

Uloha 29. Af S je kone¢na mnozina bodti v roviné v obecné poloze. Pro kazdy
konvexni mnohothelnik P s vrcholy v S ozna¢me a(P) poéet jeho vrchold a b(P)
pocet bodii z S lezicich mimo P. Usecky, body i prazdnou mnozinu povazujeme za
konvexni mnohotthelniky. Pro libovolné x € R dokazte

Zxa(P)(l —2)!P) =1,
P

kde s¢itame pfes vSechny konvexni mnohotihelniky P s vrcholy v S.
(IMO Shortlist 2006)
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Uloha 30. Nechf n je pfirozené é&islo. V roviné se pase n bodovych kravidek a
n bodovych oveéek. Zadna tii zvitatka nelezi na jedné piimce. Balanéni pfimkou
nazveme piimku prochéazejici jednou oveckou a jednou kravickou tak, Ze na kazdé
strané od primky je stejné ovecek jako kravicek. Ukazte, zZe existuji alespon dvé
balanéni ptimky. (USAMO 2005)

Uloha 31. Obdélnik R s lichymi celo¢iselnymi délkami stran je rozfezdn na mensi
obdélniky s celo¢iselnymi délkami stran. Dokazte,ze existuje maly obdélnik, jehoz
vzdalenosti od vSech ¢ty stran toho velkého maji stejnou paritu.

(IMO Shortlist 2017)

Uloha 32. V zéitoce je 18 majaki, kazdy dokéZe osvitit tihel 20°. Dokazte, Ze je
lze natocit tak, aby osvitily celou zatoku.

Uloha 33. V roviné je 2017 piimek tak, Ze zadé t¥i z nich neprochézi jednim bodem.
Snek Turbo sedi v néjakém bodé na pravé jedné z nich a zacne se po nich plazit
nasledujicim zptsobem: pohybuje se danym smérem po jedné primce dokud nenarazi
na prvni prusecik; v ném zahne po druhé pfimce doprava ¢i doleva, pficemz vybér
toho sméru stfida stfida. Muze se stat, ze Turbo projede néjakou tsecku postupné
v obou smérech? (EGMO 2017-3)

Uloha 34. V roviné lezi n > 2 tsecek tak, Ze se kazdé dvé protinaji a zadné tii
neprochazi stejnym bodem. Pepa si vybere jeden konec kazdé tisecky a posadi do
néj zabu celem ke druhému konci. Pak n — 1 krat tleskne. Pti kazdém tlesknuti zaby
skoc¢i do nasledujicich prusecikid na svych useckach. Pepa by chtél zaby rozmistit
tak, aby zadné dvé z nich nikdy nesedély na stejném misteé.

(i) Dokazte, ze pro liché n se to Pepovi vzdy podafi.

(ii) Dokazte, ze pro sudé n Pepa nemd Sanci.

(IMO 2016-6)
Dalsi zajimavé ulozky
Naésleduje hromada dalsich tloh, ke kterym se na prednasce nemame Sanci stihnout.
Presto stoji za TeSeni a vyskytuji se v nich celkem trikové triky. Nékteré tlohy na
konci prispévku uz mohou byt dcela tézké — i malé hinty ale ¢asto dost pomohou.
Prestoze jsem se i tlohy v této ¢asti snazil sefadit podle obtiznosti, viibec to nemusi
byt vypvidajici.
Uloha 35. Koneéna mnozina M bodd v roviné se nazjva vyvdZend, pokud pro
libovolné dva rtizné A, B € M existuje P € M splijici |AP| = |BP|. Rikame, Ze
M je streduprostd, pokud pro zadné tii rizné body A, B, C' € M neexistuje P € M
splijici |AP| = |BP| = |CP|.

(i) Dokazte, Ze pro kazdé n € N existuje vyvazend M velikosti n.
(ii) Urcete vSechna n € N, pro néZ existuje vyvazend stfeduprostd M velikosti n.
(IMO 2015-1)
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Uloha 36. Je dan konvexni mnohothelnik A1 As ... A,,, ve kterém 7adné dvé strany
nejsou navzajem rovnobézné. Oznaéme A, 11 = A; a pro kazdé i = 1,2,...,n
oznacme Ay, vrchol nejvzdélenéjsi od piimky A;A;41. Velikost thlu A; Ak, Aiyq
oznaéme «;. Ukazte, ze Y . | a; = .

Uloha 37. Ukaite, Ze kazdy mnohotihelnik o obsahu alespoii n lze nakreslit do
roviny, aby pokryval alesponn n + 1 mfizovych bodi.

Uloha 38. Na bily kruh jsou ndhodné képnuty &tyfi erné tecky. S jakou pravdé-
podobnosti 1ze kruh rozdélit na ¢tvrtkruhy tak, aby v kazdém byla pravé jedna?

Uloha 39. Mésto mé tvar obdélnika. Jeho hlavni ulice jsou tisecky rovnobézné
s nékterym jeho okrajem a rozdéluji jej na koneéné mnoho obdélnikovych ctvrti.
Centrem nazveme takovou ¢tvrt, kterd nesousedi s okrajem. Podle vyhlasky Zzadna
hlavni ulice nevede napfic¢ celym méstem. Predpoklddejme, Ze existuje alespon jedna
hlavni ulice. Dokazte, Ze mésto méa centrum. (ISL 2007)

Uloha 40. Do terée o poloméru 12 centimetrii jsme vystieli 19 ndbojt. Dokazte, Ze
nékteré dva z nich jsou od sebe vzdéaleny nanejvys 7 centimetri. (MO-59-A-I1IT)

Uloha 41. Romeo a Julie jeli na vylet do rumunskych hor. Stoji na opaénjch
stranach pohoii ve stejné nadmorské vysce a chtéji se pohybovat tak, ze stale budou
mit stejnou nadmotskou vysku. Cesta mezi nimi tvori graf lineadrni lomené funkce.
Kazdy bod cesty je alespon tak vysoko jako pocatecni nadmoiskd vyska Romea a
Julie. Dokazte, ze se mohou setkat. (MKS 24-1-7)

Uloha 42. Nechf S je mnozina alespoti dvou bodti v roving, z nichz zadné tii nelezi
na piimce. Vétrnym mlynem rozumime néasledujici proces. Na pocatku je vybrana
néjaka primka [ prochazejici pravé jednim bodem P € S. Tato piimka se zacne
otacet ve sméru hodinovych rucicek se sttedem otaceni P, dokud nenarazi na dalsi
bod mnoziny S, oznac¢me jej ). Pfimka se nadéle otac¢i ve sméru hodinovych rudicek,
ovSem se stfedem otaceni (), dokud nenarazi na dalsi bod mnoziny S, a tak dale.
Dokazte, ze 1ze zvolit bod P € S a piimku [ prochézejici bodem P tak, Ze jimi
zacinajici vétrny mlyn bude mit kazdy bod z S za stied otaceni nekonecnékrat.
(IMO 2011-2)

Uloha 43. David si na kruznici nakreslil 4n riiznych bodii a pak je po sméru hodi-
novych rucicek st¥idavé obarvil modie a ¢ervené. Cervené body néjakym zpiisobem
rozdélil do n dvojic a body v kazdé dvojici spojil ¢ervenou useckou. Podobné n
modrymi tseckami pospojoval modré body. VSiml si, ze zadné tfi barevné tsecky
neprochézeji jednim bodem a Ze kazdy prusecik modré a Cervené tsecky je fialovy.
Dokazte, ze na obrazku nasel alespoii n fialovych bodu. (MKS 34-1-7)

Uloha 44. V temném lese rostou tenké stromy, jejichz vyska neptekracuje 1007
metri. Zadné dva stromy od sebe nejsou dal, nez kolik ¢&ni rozdil jejich vysek.
Dokazte, Ze je mozné cely les obehnat zdi dlouhou 2015 metrt. (MKS 26-1-7)
Uloha 45. V roviné je dano nékolik bod, pfi¢emz vechny neleZi na jedné piimce.
Ukazte, ze existuje pfimka, na které lezi pravé dva z nich.
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Uloha 46. V roviné je trojihelnik RGB. Rozdélime jej na mensi trojihelnicky, aby
zadny z nich nemél vrchol uvniti strany jiného. Vrcholy obarvéme cCervené, zelené
a modfe, pficemz vrcholy puvodniho velkého trojihelnika dostanou rtzné barvy.
Vrcholy na stranach velkého trojuhelnika navic musi dostat barvu jedoho z krajnich
vrcholti dané strany. Dokazte, Ze néktery z malych trojuhelnickt mé vrcholy tii
riiznych barev. (Spernerovo lemma)

Uloha 47. Piidorys galerie ma tvar (ne nutné konvexniho) n thelnika. Kolik straz-
niki je v zvislosti na n potieba, aby spole¢né vidéli celou galerii?
(Art Gallery Problem)

Uloha 48. Na kruhovém ostrové je v pisku nakreslen n-tihelnik se stejné dlouhymi
stranami. Ve stfedu kazdé strany c¢ekaji zady k sobé dva ptakopysci. Najednou se
v8ichni rozbéhnou po stranéch, na kterych stoji, a po pfimce pokracuji az k pobiezi.
Ukazte, ze mizeme ptakopysky rozdélit do dvou skupin tak, ze soucet ub&éhnutych
vzdalenosti v obou skupinach bude stejny. (MKS 36-1j-7)

Uloha 49.

(i) Na kolik nejvyse ¢asti mize n pfimek rozdélit rovinu?
(ii) UkaZte, Ze v tomto piipadé je mezi nimi pro n > 4 alespoil 2"3_ 2 trojuhelniki.

Uloha 50. V jednotkovém kruhu lezi 60 bodt. Ukazte, Ze existuje bod na jeho
hranici, jehoz soucet vzdalenosti od ¢ervenych bodu nepfevysuje 80.
(CPS 2009/2010)

Uloha 51. Koneény soubor &tverecki mé celkovy obsah 4. Dokazte, Ze jimi umime
pokryt jednotkovy ctverec.

Uloha 52. V roviné lezi 100 bod tak, Ze z4dné tii z nich nelezi na jedné piimce.
Ukazte, Ze mezi vSemi trojuhelniky, které tyto body tvori, je nejvyse 70% procent
ostrothlych. (IMO 1970-6)

Uloha 53. Dokazte existenci konstanty 0 < ¢ < 1 splitujici: kazdy mnohotihelnik P
s obsahem 1 lze posunout o ﬁ néjakym smérem tak, aby vysledny mnohotthelnik
Q) pronikal P v ploSe s obsahem nejvyse c. (USA TSTST 2018/2019)

Uloha 54. V roviné je ddno 2n + 1 bodt v obecné poloze. Kruznice k prochazejici
tfemi z nich se nazyva modra, pokud uvniti k lezi stejné zbylych bod jako vné k.
Dokazte ze pocet modrych kruznic mé stejnou paritu jako n.

Uloha 55. V roviné je n piimek, pficemz zadné dvé nejsou rovnobézné a zadné
tfi se neprotinaji v jednom bodé. Tyto piimky rozdéluji rovinu na oblasti. Dokazte
Ze pro n dostateéné velké lze obarvit alespoii /n pfimek namodro tak, aby zadn4 z
kone¢nych oblasti neméla celou hranici modrou. (IMO 2014-6)

Uloha 56. Je mozné pfifadit nenulova realna ¢isla bodtim roviny tak, aby soudet
hodnot ve vrcholech kazdého pravidelného 2015-tthelniku byl nulovy? (iKS 5-C3)
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Uloha 57. Ukaite, Ze existuje konvexni 1990-thelnik, ktery ma vSechny vsechny
ahly stejné, a délky jeho stran jsou v néjakém potadi rovny 1%, 22, 32, ..., 19902.
(IMO 1990-6)

Uloha 58. Necht S je étverec se stranami délky 100 a L je lomend ¢ara uvnitf S,
kterd se neprotind (ani nedotykd). Pfedpokladejme, Ze pro kazdy bod P na hranici
S je mozné nalézt bod na L, ktery neni od P dal nez % Dokazte, ze je mozné na
L najit dva body X, Y takové, ze | XY| < 1, ale délka L mezi X a Y je alesponl
198. (IMO 1982-6)

Uloha 59. Ctverec je roziezan na trojuhelniky tak, ze zadné t¥i vrcholy téchto
trojuhelnikt nelezi na primce. Pro kazdy vrchol véetné ptvodnich vrchola ¢tverce
si zapamatujeme pocet z néj vychazejicich tsecek. Mohou byt vSechna tato ¢isla
sud&? (iKS 5-C1)

Uloha 60. V roviné postava 24 robott. Kazdy z nich méa zorny thel o velikosti
70° stupni. Kolik nejvyse mezi nimi mize byt usporadanych dvojic raznych robotu
(R1, R2) takovych, Ze robot Ry vidi robota Ry?

Uloha 61. Najdéte viechny realné ¢isla k > 1, pre které se obdélnik 1 x k neda
rozdélit na dva podobné neshodné mnohothelniky. (iKS 5-C4)

Uloha 62. Nékolik identickych papirovych ¢tverekd n réiznjch barev lezi na obdél-
nikovém stole, strany ¢tvereckl jsou rovnobézné se stranami stolu. Mezi kazdou n-
tici riiznobarevnych ¢tvereckt 1ze najit dva, které se prekryvaji. Dokazte, Zze vSechny
¢tverecky nékteré barvy umime pfispendlit ke stolu pomoci 2n — 2 Spendlik.
(ARO 2003)

Uloha 63. V roviné je danjch kone¢ne mnoho pasti se souétem sitek X a kruh s
polomérem 1. Dokazte, ze pro X = 7 pasy umime posunout tak, aby pokryly cely
kruh. Jak moc umite tuto konstantu vylepsit? (iKS 4-C3)

Uloha 64. Kazdé strané b konvexniho mnohotihelniku P pfifadime maximalni obsah
trojuhelniku, ktery cely lezi v P a jehoz jedna strana je b. Dokazte, Zze soucet obsahi
prifazenych vSem strandm mnohotihelniku P je vétsi nebo roven dvojnasobku obsahu
mnohothelniku P. (IMO 2006-6)

ZAavérem

No, tloh je tu snad je na zabaveni dost. Samozirejme se ale ¢lovék mize zkusit zabyvat
sofistikovanéjsimi technikami. Existuje cela fada vét o vlastnostech konvexnich mno-
7in v R? jako napiiklad Hellyho véta. Pomoci nich se pak daji Fesit i nékteré tlohy s
olympiddnim naddechem — vic se da dozvédét tfeba v prispévku Davida Hrusky. Jiny
zajimavy smér tvori vysledky okolo Pickovy formule a Minkowského véty, které se
zabyvaji vlastnostmi m¥izovych bodu.

A samoziejmeé je tu toho mnohem vic — k problémtm kombinatorické geometrie
se obloukem vraci mnoho hlubokych vysledkti analyzy, algebry i topologie. Ale ted
uz je Cas poprat si dobrou noc, zaviit o¢i a spat.
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Hinty

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

[
- O

. Projedte ho skartovackou.
. Co kdyby skrz sebe uméli probéhnout?

Indukce.
Konvexni obal a nafukovani.

. Liska sedi uvnit¥ néjakého trojihelnika néjaké triangulace.
. Nejdriv vzdy ndhodné vyberte primér a pak az jeden z jeho krajnich bodi.

Na vnitfnim rybnicku se ¢tvrtinovym polomérem je kachnicka rychlejsi.
Ano.

. Polozte obdélnik na Sachovnici se ¢tverecky o strané %

. Ne. Pripevnéte k rovnostrannému trojihelniku tfi tzké oblouky.
. Zacpéte studnu sférou.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

Orientace trojuhelnika.

Kazdy tez kraji sudy pocet cokolad.

Trojahelnikova sit.

Promitnéte na piimku.

Diskrétni spojitost.

Zacnéte s trojihelnikem s vrcholy v S' s maximalnim obsahem.
Nejblizsi strana.

19.

20.
21.
22.

Nafukujte.
Vezméte bod na konvexnim obalu s velkym thlem.
Na druhé kruznici si vyberme bod O. Které polohy bodu O na prvni kruznici

zakazuji vyznacené body?

Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

23.
24.
25.
26.
27.
28.

Cesty z rovnobéznikt spojuji protilehlé strany.

Co se stane s paritou, kdyz O prekroci usecku?

Nejvzdalenéjsi dvojice bodu.

Dvakrat vhodné posurite ptvodni body a nakonec jesté néco usetiete.
Kazdému ruzovému bodu prifadte rohy ktizovatek tvaru T, které vidi.

Dva body jde oddélit od zbytku dvéma piimkami. Zkuste naopak stfidavé roz-

mistit vSechny body na kruznici.

Hint
jevu.
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint
Hint

29.

30.
31.

Pro 0 < x <1 interpretujte levou stranu jako pravdépodobnost néjakého jistého

Bino jsou na konvexnim obalu jenom ovecky. Diskrétni spojitost.
Sachovnicové obarveni.

32.

33.
34.
35.

Dvojobarveni oblasti, barva odpovida sméru obchéazeni.
Seradte si tsecky podle jejich sméri.
Konstrukce: n-tihelnik; $ikovné body na kruznici se stfedem. Spoctéte, ze druha

konstrukce pro suda n nejde.

Hint 36. Otacejte pfimkou kolem jednotlivych Ay, .

Hint 37. Nakrajejte mnohotuhelnik m¥izkou a vzniklé dilky naskladejte na sebe.
Hint 38. Pfi kapani nejdfiv zvolte pravouhly k#iz, potom bod obvodu.
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Hint 39. Vjedte do mésta a zatacejte tak, abyste z n&j nevyjeli.

Hint 40. 18 ¢asti a Dirichletav princip.

Hint 41. Vytvorte graf, jehoz vrcholy jsou ty body pohofi, jejichz nadmorskd vyska je
stejné jako néjaky vrchol, iidoli, ¢i kraj. Jaké jsou stupné jeho vrchola?

Hint 42. Vezméte ptimku [, kterd témér puli ostatni body.

Hint 43. Vyrazte na prochazku po modrych tseckach; na modrych kfizovatkach zahnéte
doprava, ve fialovém bodu se zastavte.

Hint 44. Pospojujte stromy sestupné podle velikosti.

Hint 45. Vezméte pfimku, jejiz vzdalenost od jiného vyznaceného bodu je minimalni.
Hint 46. Zamyslete se nad stupni vrcholi rovinného grafu, jehoz vrcholy jsou oblasti a
hrany odpovidaji jejich sousedstvi.

Hint 47. Triangulujte. Vrcholy obarvéte tfemi barvami tak, aby trojuhelniky byly trojba-
revné.

Hint 48. Mocnost z vrcholu.

Hint 49. Pro prvni ¢ast indukce. Pro druhou ¢ast se u kazdé primky podivejte na nejblizsi
priseciky.

Hint 50. Vezméte libovolny rovnostranny trojihelnik vepsany do kruhu a ukazte, ze jeden
z jeho vrchold vyhovuje.

1

5w a celkovy obsah alespon 1.

Hint 51. Ctverce zmensete tak, aby mély strany délek
Hint 52. Co kdyby byly jen 47 A co 57

Hint 53. Staci dokazat, ze stfedni hodnota obsahu priniku je mala.

Hint 54. Dokazte, ze pocet kruznic prochézejicich dvéma pevnymi body je lichy.

Hint 55. Hladové obarvujte modfe. (Taky funguje pravdépodobnostni metoda, kterd dava
lepsi odhad.)

Hint 56. Vyberte si 2015-thelnik a rotujte ho okolo jednoho jeho vrcholu.

Hint 57. Protéjsim smérim dejte nasledujici ¢isla, coz pfevede problém na hledani néjakého
5-199-thelniku. Sméry rozdélte pétithelniky a jim dejte ¢isla opét postupné podle velikosti.
Hint 58. Postupné kreslete L. Po uspokojeni prvni stény ¢tverce budou k ni ptilehlé stény
neuspokojené.

Hint 59. Ne. Obarvéte stény dvéma barvami, spor poplyne spoctenim hran.

Hint 60. Optimalni jsou roboti ve vrcholech zanofenych rovnostrannych trojuhelniku.
Hint 61. Zkuste jej rozdélit lomenou ¢arou pro dany koeficient podobnosti. Pro ktera k to
zafunguje?

Hint 62. Indukce, vezméte obdélnik nejvice vlevo.

Hint 63. Setfidte pasky podle sméru, objedte obvod kruznice.

Hint 64. Nejdiiv pfevedte na: V 2n thelniku o obsahu S se d& najit takovy trojihelnik s
obsahem alespont 2. To pak dokazte dokreslenim hlavnich diagonal a uvazovanim pokryti

n
»2motyly* tvorenymi vedlejsimi diagonalami.
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Komplexni geometrie
Martin Raska

Abstrakt. Prispévek popisuje zakladni principy pouziti komplexnich ¢isel pro
feseni geometrickych tloh.

»,Geometrie je algebra s obrdzkem.“

Vlastnosti komplexnich ¢isel

Umluva. Mnozinu redlnych ¢isel budeme znacit R a komplexnich ¢isel C.

Definice. Necht je z = a + bi libovolné komplexni ¢islo. Komplexné sdruzenym
¢islem k ¢islu z rozumime ¢islo Z = a — bt a jeho absolutni hodnotou realné ¢islo

|z| = V2Z = Va? + b2.

Tvrzeni. Pro operaci komplexniho sdruzeni plati nékolik pékny pravidel, které
znac¢né usnadriuji pocetni operace. Jmenovité a +b=a+b, ab=1ab a § = %

Definice. Definujeme redinou édst ¢isla z = a + bi jako Re(z) = 22 = a a imagi-
ndrni ¢dst &isla z jako Im(z) = 5% = bi. Pokud plati Re(z) = 0, nazyvéme &slo z

ryze imaginarni. Mnozinu ryze imaginarnich ¢isel budeme znacit ¢R.

Poznamka. Dulezité pozorovani je, Ze komplexni ¢islo z je redlné pravé tehdy, kdyz
z =7%. Obdobné z € iR <— 242z =0.

Tvrzeni (Goniometricky tvar komplexniho éisla). Pro kazdé komplexni ¢islo
z # 0 existuje jednozna¢né uréené ¢islo ¢ € [0, 27) takové, ze z = |z|(cos ¢ +isin ).
Uhel ¢ nazyvame argumentem &isla z a znacéime Arg(z) = .

Tvrzeni (Nésobeni komplexnich ¢&isel). Plati

|z|(cos a + isina) - [y|(cos B + isin B) = |xy|(cos(a + B) + isin(a + B)).

Dusledek. Plati rovnéz (|z|(cosa + isina))™ = |z|"*(cosna + isinna) a

T

" (cos(aw — B) + isin(a — B)).

|z|(cosa +isina)

ly|(cos B + isin )
Geometricka tvrzeni

Kazdému bodu v roviné mtizeme jednoznac¢né prifadit komplexni ¢islo — x-ova sou-
fadnice reprezentuje redlnou ¢ast, y-ova tu imaginarni. Body budeme znacit velkymi
pismeny (naptiklad Z), jim piislusné komplexni ¢islo pfislusnymi malymi pismeny
(naptiklad z). Z jiz zavedenych pojmi 1ze absolutni hodnotu chépat jako vzdalenost

33



¢isla od pocatku (absolutni hodnotu rozdilu dvou éisel jako jejich vzdalenost) a ar-
gument komplexniho ¢isla jako orientovany thel, ktery svird pfimka prochéazejici jim
a pocatkem s osou .

Tvrzeni (O thlu). Bud 4, B, X takové body, ze A # X a B # X. Pak polopfimky
X A, X B sviraji orientovany thel

/BXA = Arg (Z_x) .

— T

Tvrzeni (O kolmosti). Bud A, B, C, D body, 7ze A # B a C # D. Pak jsou
pfimky AB a CD kolmé pravé tehdy, kdy# £=< € iR, neboli

d—c n d—c\ 0

b—a b—a)

Tvrzeni (O kolinearité). Bud A, B, C po dvou rizné body. Pak A, B, C lezi na
jedné primce pravé tehdy, kdyz <=7 € R, neboli

c—a [(c—a
c—b \e=b)

Poznamka. Stejné tak jsou pfimky AB a C'D rovnobézné pravé kdyz g:g e R.

Tvrzeni. Ctyfihelnik ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz
c—a d—a c
c—b d-b

Tvrzeni (O podobnosti). Dva trojihelniky ABC, A’B’C’ jsou pfimo podobné
préavé tehdy, kdyz

R.

bl—al _b—a

c1—ay c—a

o

S|

Poznamka. Pro nepiimou podobnost plati analogicky vzorec &= — b=
Cc1—ai c—

Tvrzeni. Bud AB a CD rtiznobézné piimky. Pak se AB a C'D protinaji v bodé

S]]

(@b — aé)(c —d) — (a—b)(ed —708).
@-D(c—d) —(@— -

Jednotkova kruznice

Spousta vzorcd a tvrzeni, kterda mohou byt pfi poc¢itani zdlouhava a komplikovana,
se velmi zjednodusi, pokud body, se kterymi pocitame, lezi na jednotkové kruznici.
Proto je casto klicem k tispéchu zvolit si hlavni kruznici v obrazku jako jednotko-
vou. Specidlné pokud mame trojuhelnik, tak se jako jednotkova voli nejcastéji jeho
kruznice opsana.
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Definice. Jednotkovou kruznici v komplexni roviné nazveme kruznici se stfedem v
pocétku a polomérem 1, neboli mnozinu boda z s vlastnosti |z| = 1.

Tvrzeni. Pokud bod z lezi na jednotkové kruznici, potom z = 1

Tvrzeni. Necht A, B, C, D lezi na jednotkové kruznici a AB }f CD. Pak se pfimky
AB a CD protinaji v bodé

ab(c+d) — cd(a +b)
ab— cd '

Tvrzeni. Necht je ABC trojuhelnik a oznac¢me T jeho téZisté a H jeho prisecik

vysek. Poté t = %b“ a lezi-li navic trojuhelnik ABC' na jednotkové kruznici, poté
h=a+b+c.
Poznamka. Tvrzeni o priseéiku vysek plati obecnéji v piipadé, ze |a| = [b] = |¢|.

Tvrzeni. V trojuhelniku ABC oznacme [ stfed kruZnice vepsané, A jeho kruznici
opsanou a D, E, F stiedy téch oblouka BC, AC, AB neobsahujici pfislusny tteti
vrchol trojihelnika. Pokud je A jednotkovou kruznici, pak existuji z, y, z € C takové,
ze

a=2%b=19y%c=2° d=—yz,e=—zx, f = —xy.
Bod I je pak reprezentovan ¢islem —(zy + yz + x2) a stfed A-kruznice pfipsané jako
xy — yz + xz (a ostatni pomoci cyklickych permutaci).

Poznamka. Jisté |z| = |y| = |2] = 1. Je potfeba dat pozor na to, ze tvrzeni je
pouze existen¢ni. Nejednoznacnost odmocniny komplexniho ¢isla zpiisobuje znacné
problémy a bez dalsich informaci nelze rozhodnout, které z odmocnin maji byt hle-
dani cisla.

Komplexnéjsi tvrzeni

Tvrzeni (Obsah trojihelnika). Méjme libovolné body A, B a C. Trojthelnik
ABC ma orientovany obsah roven

K a 1
1 b b 1
c ¢ 1

Tvrzeni. Necht je vepsand kruznice trojihelniku ABC' jednotkové a oznacme P,
@, R jeji body dotyku se stranami trojihelnika, H ortocentrum a O stfed kruznice
opsané. Poté plati

200%°¢* + ¢*r* + r?*p? + pgr(p+q +71))
(p+q)(g+7r)(r+p)

__2pgr(ptq+r)
(P+aq)g+r)(r+p)

h:

b
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Tvrzeni. Uvazujme trojihelnik, ve kterém je jeden z vrcholi reprezentovan 0 a
zbylé dva Cisly x a y. Ozna¢me H ortocentrum a O stifed kruznice opsané. Plati

(Ty + 2)(x — y) o WWE -7

h= — , — —=.
rY —xY rYy — Y

Priklady k seznameni

Uloha 1. Necht je obdélnik AGHD, kde |AD| : |AG| = 1 : 3, rozdélen na t¥i shodné
¢tverce ABCD, BEFC a EGHF. Spo¢téte |[ZGAH| + |LGAF| + |LGAC).

Uloha 2 (Eulerova piimka). V trojihelniku ABC oznaéme O stied kruznice
opsané, H prusecik vysek a T tézisté. Dokazte, ze tyto tii body lezi na pfimce. V
jakém pomeéru déli bod T tsecku OH? Jakym komplexnim ¢islem je reprezentovan
stfed Feuerbachovy kruznice? Cemu je obecné roven soucet h + 20?

Uloha 3 (Zobrazeni). Jsou déany body A, B a C, uréete komplexni é&isla repre-
zentujici nasledujici body:

1) posunuti bodu A o vektor (B — C)

2) obraz bodu A ve stejnolehlosti z po¢atku

3) obraz bodu A pii rotaci okolo po¢atku

4) pfedchozi dva body se stfedem zobrazeni v B

5) jak je to se spiralni podobnosti?

6) obraz bodu A ve stfedové symetrii v bodé B

7) obraz bodu A v osové symterii podle redlné osy, pfimky prochézejici pocatkem
a B, primky BC'

Uloha 4 (Vlastnosti jednotkové kruznice). Na jednotkové kruznici se stiedem
O jsou dény body A a B, dale bud X libovolny bod. Uréete v co nejzjednodusendgjsich
formach:

1) obraz bodu X v kruhové inverzi podle jednotkové kruznice

2) prusecik teden z bodt A a B

3) obraz bodu X v osové symetrii podle AB, rovnici seény AB

4) patu kolmice z X na AB

5) rovnici teény z bodu A (ovéfte, ze miize byt vnimana jako seéna AA)
6) pruseciky jednotkové kruznice s osou tsecky AO

Uloha 5. Na jednotkové kruznici je dan trojuhelnik ABC. Oznaéme s; = a+b+c,
s9 = ab + bc + ac, s3 = abc. Dokazte, ze trojuhelnik ABC je:

1) rovnostranny pravé kdyz s; = 0.
2) pravouhly pravé kdyz s1se = s3

Uloha 6. Body [0, 0], [a, 11] a [b, 37] jsou vrcholy rovnostranného trojihelnika (v kar-
tézskych souradnicich). Uréete hodnotu soucinu ab. (AIME 1994)
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Imaginarni ulohy

Uloha 7. Méjme tétivovy ¢étyfthelnik ABCD a ozna¢me postupné E, F, G, H
ortocentra trojuhelniki ABD, ACD, ABC a BCD. Dokazte, ze

e BCFE, ABHF, AGHD, CDEG jsou rovnobézniky,
e primky AH, BF, CE, DG se protinaji v jednom bodg,

Uloha 8. Mgéjme te¢novy ¢tyfuhelnik a jemu vepsanou kruznici. Ukazte, ze stied
vepsané kruznice a stfedy thlopficek ¢tyithelniku lezi v jedné piimce.

Uloha 9. V rovnobézniku ABCD se stiedem S ozna¢me O sti¥ed kruznice vepsané
trojuhelniku ABD a T bod jejiho dotyku s thlopfickou BD. Dokazte, ze pfimky OS
a CT jsou rovnobézné. (celostatko MO 2013)

Uloha 10. Mg¢jme dva ¢étverce ABCD a BNMK, které se neprotinaji a ozna¢me
E stted AN a F patu kolmice z B v trojihelniku C BK. Dokazte, Ze body F', B a
FE lezi v primce.

Uloha 11. Méjme piimku AB a v jedné z polorovin ji uréenou si zvolme bod C. Na
strany BC a AC trojuhelnika ABC' z vnéjsku piipisSme ¢tverce ACDE a CBFG.
Ukazte, ze pfimka FF prochazi pevnym bodem nezavislym na poloze bodu C' v dané
poloroviné. (MKS 29-4-5)

Uloha 12. Je dan rovnobéznik ABCD takovy, Ze paty K, L kolmic z bodu D po
fadé ke stranam AB, BC jsou jejimi vnitfnimi body. Dokazte, ze KL || AC, pravé
kdyz /BCA+ ZABD = /BDA+ ZACD. (celostatko MO 2013)

Uloha 13 (Napoleonova véta). V trojihelniku ABC sestrojme nad kazdou stra-
nou rovnostranny trojihelnik (vSechny smérem ven, nebo vSechny dovnit¥). Dokazte,

Mvey

7e t€zisté téchto rovnostrannych trojihelnikt tvofi rovnéz rovnostranny trojihelnik.

Uloha 14 (van Aubelova véta). Stranam AB, BC, CD, DA &étytfahelnika ABC D
z vnéjsku pripiseme ctverce a jejich stfedy oznac¢ime postupné U, V, X, Y. Ukazte,
ze tsecky UX a VY jsou na sebe kolmé a stejné dlouhé.

Uloha 15. Nad stranami trojthelnika ABC jsou z vnéjsi strany sestrojeny podobné
trojuhelniky ABK, BCL a CAM. Dokazte, Ze tézisté trojuhelnikt ABC a K LM
splyvaji.

Uloha 16 (Pascalova véta). Necht je ABCDEF tétivovy Sestitihelnik, ve kterém
nejsou zadné dvé protéjsi strany rovnobézné. Ozna¢me postupné G, H, I pruseciky
piimek AB a DE, BC a EF, CD a F A. Dokazte, Ze body G, H a I jsou kolinearni.

Uloha 17 (Simsonova piimka). Na opsané kruznici trojtihelniku ABC zvolme
bod P. Necht jsou D, E, F paty kolmic z P na piimky BC, CA, AB. Ukazte, Ze
body D, E, F lezi na jedné pifimce a navic tato pfimka pili tsecku PH, kde H je
ortocentrum ABC.
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Uloha 18. V rovnostranném trojihelniku ABC protne pfimka rovnobézna s AC
strany AB a CB v bodech M a P. Oznacme D tézisté trojuhelnika PM B a E stfed
usecky AP. Urcete thel DEC.

Uloha 19. Na delsim oblouku AB kruznice opsané étverci ABCD lezi bod P.
Ozna¢me B’ osovy obraz bodu B podle piimky AP a déle X, Y, Z stiedy tsedek
AB, BP a B'C. Urcete velikost tthlu XZY'.

Realné ulohy

Uloha 20. Ozna¢me postupné r a r, poloméry kruznice vepsané a kruznice pfipsané
strané BC' trojuhelniku ABC. Ukazte, ze pokud plati r 4+ r, = |BC|, je trojuhelnik
pravouhly. (celostatko MO 2016)

Uloha 21. V trojthelniku ABC ozna¢me H prisecik vysek. Dale bud body D, E,
F na kruznici opsané ABC' takové, ze AD || BE || CF. Ozna¢me postupné S, T', U
zobrazeni bodu D, E, F' v osové symterii podle BC, CA a AB. Dokaite, ze body
S, T, U a H lezi na jedné kruznici. (MOP 2006)

Uloha 22. V trojthelniku ABC oznaéme 7 vepsanou kruznici a I jako jeji stfed.
Body dotyku « se stranami BC, CA, AB pojmenujme D, E, F a bud D’ obraz bodu
D ve stiedové soumérnosti podle I. Dale necht E'F' protina teény na v z bodi D a
D’ v bodech P a Q. Ukazte, ze ZDAD' + ZPIQ = 180°. (PUMaC)

Uloha 23. Bud BC priimér kruznice se stiedem O a A bod na této kruznici takovy,
ze ZAOC > 60°. Déle nechf je EF tétiva ziskand z osy tsecky AO, D je stied
mensiho z obloukt AB. Pfimka prochézejici O rovnobézna s AD protind AC' v bodé
J. Ukazte, Ze J je stfed kruznice vepsané trojihelniku CEF. (IMO 2002/2)

Uloha 24. V trojihelniku ABC se kruznice vepsana se stfedem I dotyké stran AC
a AB v bodech FE, F. Obrazy bodu E, F ve stfedové symterii pfes I ozna¢me G,
H. Bud Q priiseéik GH a BC a M stfed BC. Dokazte, ze jsou pfimky IQ a IM na
sebe kolmé. (Taiwan TST 2014)

Uloha 25. Bud ABO rovnostranny trojihelnik se stiedem s a necht A’B’O je dalsi
stejné orientovany rovnostranny trojuhelnik takovy, ze S # A’, S # B’. Oznadme
postupné N a M stiedy tsecek A’B a AB’. Dokazte, Ze jsou trojuhelniky SB'M a
SA’'N podobné. (IMO 1989 shortlist)

Uloha 26. Mgjme trojthelnik ABC a libovolné v roviné bod P a ptimku 7, ktera
jim prochézi. Bud A’, B’, C' postupné body, ve kterych obrazy pfimek PA, PB,
PC v osové symterii podle v protinaji pfimky BC, AC, AB. Dokaizte, Ze body A’,
B’, C' lezi na jedné pfimce. (USAMO 2012)

Uloha 27. V tétivovém ¢tyithelniku ABCD oznaéme postupné stiedy stran AB,
BC, CD, DA jako E, F, G, H. Pojmenujme ortocentra trojuhelnikt AHE, BEF,
CFG, DGH jako W, X, Y, Z. Dokaite, ze ¢tyfuhelniky ABCD a W XY Z maji
stejny obsah. (USA TST 2014)

38



Uloha 28 (Schifflertiv bod). V trojtihelniku ozna¢me stied vepsané kruznice jako
1. Dokazte, Ze se Eulerovy pirimky trojuhelniki ABC, AIB, BIC, CIA protinaji v
jednom bodé.

Uloha 29. Necht ABC je ostrothly trojthelnik a Q kruznice jemu opsané. Dale
necht [ je teéna kruznice Q a g, lp, [ jsou po fadé obrazy pifimky [ v osové symet-
rii podle ptimek BC, CA, AB. Ukazte, ze kruznice opsana trojihelniku uréenému
pfimkami [,, Iy, I. se dotyka kruznice Q. (IMO 2011/6)

Zdroje

[1] Evan Chen; Bashing Geometry with Complex Numbers,
hhttp://web.evanchen.cc/handouts/cmplx/en-cmplx.pdf

[2] David Hruska; Komplexni geometrie, iKS sbornic¢ek 2016

[3] Yi Sun; Complex Numbers in Geometry,
http://yisun.io/notes/complex.pdf

[4] Marko Radovanovic; Complex Numbers in Geometry
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Hinty

Hint 1. Co déla néasobeni s thly?
Hint 3. Skliddejte zobrazeni

)a+b—c
2)t-a,t€R
3) a(cosa + isina)
4) (a—b)t+b, (a —b)(cosa+isina) +b
5)z(a—b)+bzeC
6) at (a—b) -
7) @, ab/b, (@(b— c) + be — be) /(b — )
Hint 4.
1) 1/z
2) inverz stiedu tétivy, 2/(a + b)
3)a+b—abzT,z=a+b—abT
4) st¥ed tsecky X a obrazu X v osové symetrii, 1/2(xz + a + b — abT)
5) & = 2a — a°Z,
6) rovnostranné trojuhelniky

Hint 5. (a +b)(b+¢)(a+c) = s152 — s3

Hint 6. Otocte obrazek o 60 stupmnu.

Hint 7. Vepiste si ¢tyfthelnik do jednotkové kruznice. Kde se protinaji thlopficky rovno-
bézniku?

Hint 8. Zvolte si vepsanou kruznici jako jednotkovou.

Hint 9. Zvolte si zminénou vepsanou kruznici jako jednotkovou a dopocitejte.

Hint 10. Umistéte si jeden ¢tverec rovnobézné s osami, vrcholy ¢tverce na sebe lze zobrazit
rotaci o 90°.

Hint 11. Co takhle stted EF'?

Hint 12. Zvolte si ABC jako jednotkovou kruznici a zapiste si podminky pro dana tvrzeni.
Hint 13. Vyjddfete nové vrcholy pomoci otoceni o 60°.

Hint 15. Body K, L, M lze vyjadrit pomoci spiralni podobnosti se stejnymi parametry z
ruznych vrcholu ABC.

Hint 16. Vydrzte upravovat!

Hint 17. Pouzijte tlohu 4, ¢ast 5.

Hint 18. Fakt, ze bod M lezi na tsecce AB, je ekvivalentni s tim, ze existuje k € [0;1], ze
M =kA+ (1-k)B.

Hint 20. Vyuzijte tvrzeni pro stfedy kruznic a uvedené vzdalenosti chytie reprezentujte
vhodnymi vektory, k jejich porovnani vyuzijte jejich kolmost.

Hint 21. Zvolte si BUNO, aft je AD kolmé na reélnou osu.

Hint 22. Vepsanou kruznici jako jednotkovou.

Hint 23. Udé¢lej nékolik syntetickych pozorovani. Napt. ADOJ je rovnobéznik. Co trojua-
helnik AOF?.

Hint 24. Vezméte si vepsanou kruznici jako jednotkovou a vyuzijte jeji vyhody na maxi-
mum.

Hint 26. Zvolte si v jako redlnou primku a pouzijte vzorec pro prunik primek.
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Hint 27. Ortocentrum AH E lze spocitat z ortocentra ABD pomoci stejnolehlosti. Vypocty
obsahu mize usnadnit fakt, ze WXY Z je rovnobéznik (coz uz neni tézké dokazat, pokud
to vite).

Hint 28. Vyuzijte vzorec pro I a jednotkovou kruznici. Kde je stfed kruznice opsané AIB?
Hint 29. Nakreslete si fakt dobry obrazek, vsimnéte si par véci, zatnéte zuby a pocitejte.
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Dirichletov princip

Tomas Sdsik
Abstrakt. Prispévek ukazuje typy ptikladd na Dirichlettv princip.

Tvrzeni (Dirichletav princip). Necht k, n jsou ptirozend ¢isla. Pak, kdykoli
umistite kn + 1 objektd do n pfihradek, tak alespon v jedné prihradce bude alespon
k + 1 téchto objektu.

Toto tvrzeni neni slavné svou objevnosti, ale sirokou pouzitelnosti.

Uloha 1. Dokaite, ze kdykoli umistime na $achovnici 33 Sachovych vézi, miizeme
z nich vybrat 5 vézi, které se vzajemné neohrozuji. (PraSe 00/01, 3. série)

Uloha 2. Je dédna 52-prvkova mnozina pfirozenych ¢isel. Dokazte, ze v ni najdeme
dvé cisla, jejichz rozdil nebo soucet je délitelny 100.

Uloha 3. V prostoru je ddno 9 mifZovych bodii. Dokazte, ze uvnitf nékteré tsecky
dané témito body lezi dalsi miizovy bod (ne nutné jeden z deviti danych).

Uloha 4. Bud n pfirozené ¢slo a M mnozina nékterych vrcholtt daného pravidelného
n-uhelniku. Dokazte, ze pokud |[M| > [y/2n + 1/4 + 3/2], tak z M mlZeme vybrat
Ctyfi body tvorici vrcholy lichobéznika.

Uloha 5. Je dana 20-prvkova mnozina pfirozenjch ¢isel mensich nez 70. Dokazte,
7e mezi vSemi rozdily tvofenymi dvojicemi z této mnoziny se nékteré ¢islo vyskytne
Ctytikrat.

Uloha 6. Rostouci posloupnost ptirozenych éisel (a,,)$° splituje pro véechna pfiro-
zena Cisla n nerovnost a,1 — a, < 2012. Dokazte, ze je mozné najit dva rizné jeji
prvky a;, a;, takova ze a; | a;

Velka cisla
Uloha 7. Dokazte, Ze je mozné najit 10000 deseticifernch nasobkii sedmi ligicich
se jen pofadim ¢islic. (Ceskoslovenské stietnuti 1995)

Uloha 8. Dokaite, Ze rovnice |23/2 | 4+ |43/2] = a m4 pro nekone¢né mnoho hodnot
a alesponi 2012 feSeni v piirozengch ¢islech. (Rusko 1980)

Uloha 9. Dokaite, Ze existuje &islo, které je mozné napsat alespoin 100 zptisoby jako
soucet 2012-ti 2011-tych mocnin. Zapisy lisici se jen poradim s¢itanc povazujeme
za stejné. (Prase 11/12, myS$mas)
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Odc¢itaci trik
Casto neni pouziti Dirichletova principu finalnim krokem, ale pouze prostiednim. Po

nalezeni dvou stejnych hodnot ¢asto byva tfeba od sebe tyto dva vysledky odecist
pro ziskéni pozadovaného objektu.

Priklad. Pfirozené ¢islo n je nesoudélné s desitkou. Dokazte, Ze existuje nasobek
n, jehoz zépis (v desitkové soustavé) je slozeny ze samych jednicek.

Uvazujme n + 1 ¢isel tvaru 1, 11, 111, ... Dle Dirichletova principu najdeme
dvé takova cisla, které davaji stejny zbytek po déleni n. Jejich odectenim ziskdme
nasobek n, ktery za¢ina samymi jednickami a pokracuje samymi nulami. Jinymi slovy
je to ¢islo tvaru k - 10%, kde k je ¢islo tvofené samymi jednickami a [ je piirozené.
Pak diky tomu, Zze n je nesoudélné s desitkou mame ze i k je nasobek n.

Uloha 10. Je dané n-prvkova mnozina pfirozenych éisel. Dokazte, Ze nékterd jeji
neprazdna podmnozina mé soucet prvki délitelny n.

Uloha 11. Je dédna mnozina deseti dvojcifernych éisel. Dokazte, ze miizem najit
dvé jeji disjunktni podmnoZiny se stejnym souctem prvki. (IMO 1972)

Uloha 12. Dokazte, 7e libovolnému dostateéné velkému (Tento obrat znamena,
7e miizeme najit n takové, Ze tvrzeni plati pro vSechna ¢&isla vétsi nez n.) &islu
neobsahujicimu v ciferném zapisu nulu mizeme odebrat nékteré cifry ze zacatku a
z konce a ziskat tak nenulovy nasobek ¢isla 2011. (Kanadska MO 2011)

Uloha 13. Dokaizte, e z Sestnacticiferného ¢isla miizeme vybrat nékolik po sobé
jdoucich cifer, jejichz soucin je druhou mocninou pfirozeného ¢isla.
(PraSe 08/09, 5. série)

Uloha 14. Do tabulky n x 2" jsou do fadkt napsany vsechny n-tice ¢isel 1, —1. Po
té jsou nékterd policka nahrazena nulami. Dokazte, Zze je mozné zvolit neprazdnou
mnozinu Fadki, kterd v souctu (séita se po slozkach) dava nulovy fadek.

(Turnaj mést 1996)

Uloha 15. Je déno piirozené éislo n. Predpokladejme, Ze existuje celé &islo s takové,
7e n | s2 + 1. Dokazte, Ze pak je mozné n napsat jako souet druhjrch mocnin celych
Cisel.

Uloha 16. Sachista trénuje 77 dni, kazdy den alespoii jednou, celkem nejvyse 132-
krat. Dokazte, Ze nékolik dni po sobé trénoval v souctu presné 21-krat.

Caste¢na usporadani
Definice (Casteéné uspofadéani). Relace < na mnoziné M se nazyva ¢astecné
usporadani, pokud pro libovolné prvky z,y, z mnoziny M plati:

o z < z. (reflexifita)
e Pokud z < y a soucasné y < z, pak uz nutné musi x = y. (slabd antisymetrie)
e Pokud z < y a soucasné y < z, pak plati x < z. (tranzitivita)
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Prikladem castecnych usporadani mtze byt délitelnost na ptirozenych ¢isech
(definujeme, a < b jako a déli b) nebo inkluze na mnoziné vSech podmnozin dané
mnoziny (definujeme, a < b jako a je podmnozina b).

Definice (Porovnatelnost). Definice ¢dsteéného uspofadani nevyzaduje, aby ze
dvou riiznjch prvki byl nutné néktery vétsi. Rekneme tedy, Ze dva rtizné prvky x,
y mnoziny M jsou porovnatelné, pokud x < y nebo y < x. V opacném piipadé jsou
neporovnatelné.

Definice (Reté&zec, antifetézec). Podmnozinu X ¢dsteéné usporddané mnoziny
nazveme fetézcem, pokud kazdé dva prvky mnoziny X jsou porovnatelné. Pokud jsou
naopak vSechny dvojice prvkt mnoziny X neporovnatelné, nazyvame ji antiretézcem.

Uloha po nas muize chtit dokazat, ze kdykoli vybereme k prvkii ze zadané uspo-
fadané mnoziny M, tak nékteré dva z nich jsou porovnatelné. To muze byt dokazano
tak, ze pokryjeme celou M pomoci k — 1 fetézcti, dle Dirichletova principu pak musi
dva prvky spadnout do jednoho fetézce. Nasledujici tvrzeni fika, Ze takovy postup
dava nejlepsi odhad.

Tvrzeni (Dilworthova véta). Bud k pocet prvki nejvétsiho antifetézce v M.
Pak je mozné pokryt mnozinu M pomoci k Tetézci.

Odebereme néjaky takovy prvek a, ktery nad sebou nemé zadné dalsi prvky
(je tzv. maximélni). Z indukéniho pfedpokladu pro néjaké k ve zbytku existuje k-
prvkovy antifetézec a souCasné je tento zbytek pokrytelny k fetézci. V kazdém z
téchto Tetézcl najdéme nejvétsi prvek, ktery je prvkem néjakého k-prvkového an-
titetézce. Dokazte, Zze tato mnozina je opét antifetézcem. Pokud je néjaky prvek
b tohoto antifetézce porovnatelny s a, tak je mozné vzit fetézec slozen z prvku a,
b a v8ech prvkil pod b uvnit¥ piislusného fetézce (z pokryti). Po odstranéni takto
sestrojeného Fetézce v mnoziné nenajdeme k-prvkovy antifetézec a tak (indukéni
predpoklad) pokryjeme zbytek k& — 1 Fetézci.

Uloha 17. Dokazte, Ze mezi n + 1 &sly z mnoziny {1,2,...,2n} najdete takova
dvé ruzna Cisla, ze jedno déli druhé.

Uloha 18. Je d4no 1001 obdélnikf s celo¢iselnymi délkami stran nepfesahujicimi
1000. Dokazte, ze je mozné najit 3 obdélniky, které se do sebe vejdou (jeden do
druhého, druhy do tfetiho). Obdélniky je mozné otacet, stejné velké obdélniky se do
sebe vejdou.

Uloha 19. Kolko najviac prvkov moze maf mnozina S, ktord obsahuje len delitele
¢isla 20041%° a ziadny prvok z S nie je ndsobkom iného prvku?

Uloha 20. 49 student fesilo test skladajici se ze tif tiloh. Za kazdou tlohu bylo
mozné ziskat 0 az 7 bodd. Dokazte, Ze existuji dva studenti takovi, Ze prvni ziskal z
kazdé ulohy aspon tolik bodi, co druhy.

A na zavér mizem z Dilworthovy véty odvodit jesté jedno zndmé tvrzeni.
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Uloha 21 (Erdds, Szekeres). Jsou déna pfirozena ¢isla a, b. Z kazdé prosté
(neopakujici se) posloupnosti délky ab+ 1 je pak moZné vybrat rostouci délky a + 1
nebo klesajici délky b+ 1.

Déleni oblasti

Dalsi typicky vyskyt Dirichletova principu je v tlohach typu ,Je hodné bodd na
malém prostoru, dokazte, ze nejsou od sebe prili§ daleko.“ Takové tlohy byvaji
fesitelné rozdélenim oblasti na ¢asti tak, aby v kazdé ¢asti si byly body blizko.

Priklad. V kruhu o poloméru 1 je 7 bodu. Dokazte, Ze vzdéalenost nékterych dvou
z nich je 1 nebo méné.

Rozdélime kruh na Sestiny (jako kola¢). Dle Dirichletova principu musi byt v
nékteré ¢asti dva body. Vzdalenost téchto dvou bodt pak musi byt mensi rovna
jedné.

Uloha 22. Na okraji ¢tverce o strané délky 1 je 5 bodii. Dokazte, Ze vzdéalenost
nékterych dvou je mensi nez v/2/2.

Uloha 23. Na stole 1 x 1m leze 51 much. Dokazte, e pomoci kruhového hrnce s

polomérem %m mutzeme chytit 3 mouchy najednou.

Uloha 24. New York je kromé jiného znam i pravidelnosti svych ulic — ma 151
severojiznich a 151 vychodozapadnich ulic, které se vzdy po 100 metrech kiizi. V
mésté je na ulicich celkem rozmisténych 11401 telefonnich automatt. Dokazeme najit
dva automaty, které jsou vzdalené maximalné 200 metri chiize po chodniku?

Uloha 25. V roviné je 2n + 1 bodii rozmisténo tak, ze zadny trojihelnik s vrcholy
v téchto bodech nemé vSechny strany vétsi nez 1. Dokazte, ze n + 1 z téchto bodi
je mozné pokryt kruhem o poloméru 1.

Uloha 26. V kruhu o poloméru 1 je Sest bodti. Dokazte, ze nékteré dva jsou vzdéleny
maximalné 1.

Uloha 27. Dokazte, ze kdykoli rozdélime kruh na 5 &asti, v nékteré budou dva
body vzdélené vic jak jedna.

Uloha 28. Kruhovy ter¢ o poloméru 12cm zasého 19 stiel. Dokazte, Ze vzdalenost
nékterych dvou zasaht je mensi nez 7cm. (Celostéatni kolo MO 2009,/2010)

Literatura a zdroje

Prispevok je képiou prispevku z iKS 2012 od Mirka Olsdka. Tymto by som chcel
podakovat za moznost vyuzitia tohto kvalitne spisaného materialu a ulahcenie préce.

[1] Mirek Ol8ék, iKS 2012, Hostétin
Pévodné zdroje:
[2] Paul Zeitz, The Art and Craft of Problem Solving.
[3] Titu Andreescu, Gabriel Dospinescu, Problems from the Book.
[4] Arthur Engel, Problem-Solving Strategies.
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Hinty

Hint 1. V alespon jedné z osmi posunutych osmipolickovych tuhlopficek bude alespon 5
vezi.

Hint 2. Rozdélte ¢isla podle poslednich dvou cifer a poparujte (01-99), (02-98), ...

Hint 3. Maji-li dva body stejnou paritu vSech t#i soufadnic, pak je jejich stfed opét
miizovym bodem.

Hint 4. Uhlopficky n-tihelniku maji pouze n rtznjch smérti. Kolik thlopiicek je mozné
sestrojit z bodu z M?

Hint 5. Staci pouzit 19 rozdilt sousednich ¢isel. Tyto rozdily v souctu dévaji nejvyse 68.
Bylo by to mozné, kdyby bylo kazdé hodnoty nabyto maximélné tfikrat?

Hint 6. Kdykoli si vezmeme posloupnost 2012 po sobé jdoucich ¢isel, najdeme mezi nimi
prvek posloupnosti. Myslenka feseni je sestrojit rostouci posloupnost takovychto ,pasti“,
ve které se pro kazdé k navzajem déli k-té prvky.

Hint 7. Kolik je deseticifernych nasobki sedmi? A kolik je mozZnosti, kterd cifra bude
kolikrét obsazena v daném ¢isle (bez ohledu na potadi)?

Hint 8. Zvolme pfirozené ¢&islo n. Vezméme vSechny dvojice (x,y) z mnoziny {n + 1,n +
2,...,2n}. Kolik mozngch dvojic to je? A kolika riiznjch hodnot mize nabyvat |z3/2] +
ly*/2]?

Hint 9. Volme pfirozené ¢islo n. Kolik je 2012-tic ¢isel mensich nez n? A kolika raznych
hodnot mohou nabyvat soucty 2011-tych mocnin se zéklady mensimi nez n?

Hint 10. Oc¢islujme si prvky a1, a2, ..., an. Pak mezi mnozinami

{},{a1},{a1,a2},...{a1,...,an}

najdeme dvé se stejnym zbytkem po déleni n.

Hint 11. Podmnozin je vice nez moznych souéti, tedy najdeme dvé (ne nutné disjunktni)
se stejnym souctem. Pak zbyva od obou odedist jejich prinik.

Hint 12. Pfedpokliddejme, Ze éislo je alesponi 2013-ciferné. Pro k = 0,1,2,...,2011 uva-
zujme Cislo slozené z poslednich k cifer. Nékterd dvé takova ¢isla maji stejny zbytek po
déleni 2013.

Hint 13. Mezi souciny prvnich k cifer najdete dva takové, které se shoduji paritou expo-
nentd v prvociselném rozkladu u prvocisel 2, 3, 5, 7.

Hint 14. Sestrojte posloupnost n-tic nul a jednicek. Za¢néte samymi nulami a kazdy dalsi
definujte rekurentné z predchozi n-tice X takto: Y je n-tice, kterd vznikne z X nahrazenim
minus jednicky za jednicku a jednicky za nulu. V Y nahradte nékterd policka nulami tak,
aby se jednalo o néktery radek tabulky a prictéte ho k X. V takto definované posloupnosti
najdete dva stejné prvky.

Hint 15. Z dirichletova principu najdeme dvé dvojice (z,y) nezdpornych celych ¢isel nepie-
vySujici v/n, se stejnou hodnotou z — sy (mod n). Odeétenim najdeme nenulovou dvojici
(z,y) nezédpornych celych ¢isel nepfevysujicich /n takovou, ze z = £sy (mod n). Umoc-
nénim dostavame kyzeny vysledek.

Hint 16. Oznac¢me h; pocet tréninkt do i-tého dne (véetné). Mezi 154 ¢isly

ai,az,...,arr,a1 +21,a9 +21,...,a77 + 21
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najdete 2 stejnd, protoze nejvyssi mozna hodnota je 153.

Hint 17. Volte fetézce ve tvaru [ - 2, kde | je pevné liché &islo.

Hint 18. Definujte k-ty fetézec jako mnozinu obdélniku, ve kterych se vyska od sirky lisi
pravé k — 1. Takto pokryjete mnozinu vSech obdélnika 500-ti Fetézci

Hint 19. Mnozina S bude najvicsia, ked obsahuje vSetky delitele, ktoré maju stcéet expo-
nentov v prvociselnom rozklade 200.

Hint 20. Predstavte si mnozinu vSech moZnych bodovych zisk jako krychli 8 x 8 x 8.
Jedno patro az na 16 bodu pokryjete ¢tyfmi fetézci. Toto pokryti pouzijte na kazdé patro,
zbytek krychle pokryjete 16 fetézci a mate tak 4 x 8 + 16 = 48 Fetézcu.

Hint 21. Posloupnost ze zadani ozna¢me (xn)‘fb"'l. Tuto posloupnost mtizem chépat jako
mnozinu dvojic (zn,n). Zvolte uspofadani, aby rostouci podposloupnost byla Fetézcem
a klesajici antiretézcem. Predpokladejte, ze nejvétsi antifetézec ma délku b a za pouziti
Dilworthovy véty a Dirichletova principu odvodte dolni odhad pro nejdelsi fetézec.

Hint 22. Rozdélte okraj ¢tverce na 4 ,rohy“. Pozor na pfesné zadani mnozin, aby vyloucilo
rovnost (v tloze je ostrd nerovnost).

Hint 23. Rozdélte na ¢tverecky o strané %m.

Hint 24. Straznik stojici na kfizovatce dohlédne kazdym smérem 100 metri. Rozmistéte
na kiizovatky Sachovnicové strazniky a najdéte straznika, ktery vidi dva automaty.

Hint 25. Pokud zadna vzdalenost neni vétsi nez jedna, dé se celd mnozina pokryt jednim
kruhem. V opaéném pfipadé, jsou-li A, B body s vzdélenosti vétsi nez jedna, pak celou
mnozinu pokryjete dvéma kruhy se stiedy v A, B.

Hint 26. Uvazujte stejné rozkrajeni jako v pfikladu a natocte si ho tak, aby néktery bod
lezel na hranici dvou oblasti.

Hint 27. Vezméte na okraji kruhu pét bodu, jejichZz vzajemna vzdalenost je vétsi nez 1.
Natocte je tak, aby bylo mozné ptidat blizoucko k jednomu z nich jesté jeden ale do jiné
oblasti.

Hint 28. Rozdélte kruh s polomérem 7 na Sestiny (jako v pfikladu) a zbylé mezikruzi
rozdélte na dvanactiny. Poznamka: otacecim trikem z predchozich dvou tloh je opét mozné
zmens$it pocet potiebnych bodi o jedna.
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Isogonaly a kamaradi

Rado van Svarc

Abstrakt. Isogonal conjugates a prace s nimi je oblibené téma moderni euklei-
dovské geometrie. V prispévku jsou popsana néktera zakladni tvrzeni, po kterych
nésleduje nekolik tloh, které se isogonal conjugates bud zabyvaji, nebo je pfimo
vyuzivaji.

Dyt ty priblbly citdty stejné nikoho nezajimaj’.“
— Rado, psa serial ve ¢tyfi rano

Definice. Necht / je pfimka prochazejici skrze vrchol V thlu XVY. Rekneme, ze
piimka ¢ je jeji isogondla (slova isogonala a izogonéla jsou zdménna), pokud se jedna
0 obrazy pfes osu uhlu XVY.

Definice. Necht bod P lezi v roviné trojahelniku ABC. Pokud se isogonaly pfi-
mek AP, BP a CP protinaji v jednom bodé @, pak tento bod nazveme isogonal
conjugate, neformalné téz kamardd, bodu P vzhledem k AABC.

Tvrzeni. Pokud P neleZi na kruZnici opsané AABC, pak vzhledem k AABC mé
P isogonal conjugate.

Tvrzeni (Six feet theorem). Nechf P a @ jsou isogonal conjugates vzhledem
k ANABC. Necht P, je projekce bodu P na BC. Analogicky definujme Py, P., Qq,
Qp a Q.. Pak P,, Py, P., Qu, Qp a Q. lezi na jedné kruZnici, jejiz stied splyva se
stredem PQ.

Umluva. Budeme pouzivat opsisté, vepsisté a pripsisté jako zkraceny pojem pro
stfed kruznice opsané, kruznice vepsané a kruznice pripsané. Navic budeme misto
yortocentrum® pouzivat pojem kolmiste.

Umluva. Pokud nebude fedeno jinak, pak v trojihelniku ABC bude I, O a H
oznacovat vepsisté, opsisté a kolmisté.

Priklad. V trojuhelniku ABC je I svij vlastni kamarad. Déale pokud E je pripsisté,
pak i ono je svym vlastnim kamaradem.

Priklad. Body O a H jsou isogonal conjugates vzhledem k AABC.

Tvrzeni. V trojuhelniku ABC oznacime body dotyku kruznice vepsané s BC, C A,
AB jako D, E, F. Body dotyku kruznic pfipsanych se stranami BC, CA a AB si
oznadime jako X, Y, Z. Pak trojice pfimek AD, BE a C'F se protina v jednom bodé
a stejné tak i trojice pfimek AX, BY, CZ.

Definice. Ve vyse pouzitém znaceni se priusecik AD, BE a C'F nazyva Gergonniv
bod. Pro prusecik AX, BY, CZ se pouziva oznaceni Nageliv bod.
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Priklad. Necht H~ je stied zdporné stejnolehlosti, ktera pfevadi kruznici vepsanou
AABC na kruznici tomuto trojihelniku opsanou. Potom H ™ je isogonal conjugate
Gergonnova bodu.

Piiklad. Necht HT je stied kladné stejnolehlosti, ktera prevadi kruznici vepsanou
AABC na kruznici tomuto trojihelniku opsanou. Potom H™ je isogonal conjugate
Nagelova bodu.

Pfiklad (Brocardovy body). Uvniti AABC lezi dvojice bodi P a @ tak, ze
/PAB=/PBC=/PCA=¢ a JQBA=/QCB=/QAC = .

Potom tyto dva body jsou isogonal conjugates.

Priklad. Kamarad devitisté (tj. stfedu kruznice deviti boda) je prusecik pfimek
AO 4, BOg, CO¢, kde O 4, Op, O¢ jsou opsité trojuhelniki BOC, COA, AOB.

OH, oni jsou kamaradi!

Uloha 1. V tétivovém ¢tyithelniku ABC D si oznaéme priiseéik tihlopiicek jako P.
Déle si ozna¢me opsisté ¢tyifiuhelniku ABCD jako O a opsisté trojuhelnika APB,
BPC, CPD a DPA jako O1, Os, O3 a O4. Ukaite, Ze primky PO, O103 a 0204
se protinaji v jednom bodé. (Cina 1990)

Uloha 2. Ukaite, ze rovnost IH = IO plati pravé tehdy, kdyz jeden z thli troji-
helniku je roven 60°.

Uloha 3. V AABC vy$ka a téznice z B déli ihel ABC na ttetiny. Uréete tihly
trojuhelnika ABC.

Uloha 4. V AABC osa tisecky BH protina strany AB a BC v bodech D a E.
Ukazte, ze ZBOD = ZBOE. (Crux)

Uloha 5. V AABC lezi body D a E na straniach AB a BC tak, ze ¢tyiuhelnik
ADEC je tétivovy. Kruznice opsand ADBE protne stranu AC ve dvou bodech X
a Y. Necht M je stied XY. Ukazte, ze BM 1 AC. (Baltic Way 2010)

Uloha 6. Kruznice ki a ko se stiedy I; a I se protinaji ve dvou bodech A a B.
Necht je tthel I; Als tupy. Teéna ke k1 v bodé A protina ks jesté v bodé C a tecna ke
ko v bodé A protind k; jesté v bodé D. Oznacme k3 kruznici opsanou trojihelniku
BCD. Necht E je stied toho oblouku C'D kruznice k3, ktery obsahuje bod B. Pfimky
AC a AD protinaji k3 po fadé jesté v bodech K a L. Dokazte, Ze piimky AF a KL
jsou navzdjem kolmé. (MEMO 2011)

Uloha 7. V ostrotihlém nerovnoramenném trojihelniku ABC na visce BBy lezi

bod X. Pfimka AX protne stranu BC v A; a ptimka C'X protne stranu AB v (.

Ukazte, ze AC1A1C je tétivovy ¢tyfuhelnik pravé kdyz X je ortocentrum AABC.
(CK MO 2007)
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Symediany
Definice. Symediana je isogonala k téznici. Kamarad té€zisté se nazyva Leomintv
bod.

Tvrzeni. B-symedidna prochdzi prusecikem tecen k opsané v bodech A a C.

Uloha 8. Necht ABC je rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou AC. Dale necht
P je jeho vnitini bod takovy, ze ZPAC = ZPCB. Ozna¢me M stfed AC. Ukazte,
7e ZAPM + /BPC = 180°. (Polsko 2000)

Uloha 9. Je dan trojahelnik ABC, v némz AC = 2AB. Ke kruznici k jemu opsané
sestrojme teény v bodech A a C' a jejich pruseéik oznaéme P. Dokazte, Ze prusecik
piimky BP a osy strany BC leZi na kruznici k. (CR TST 2013)

Uloha 10. Trojahelnik ABC je vepsany do kruznice w. Teény k w v bodech A a C
se protinaji v T . Bod S lezi na polopfimce AC tak, ze BS | BT . Body A; a C
lezi na polopfimce ST (s C; mezi A; a S) tak, ze AyT = AT = C1T. Dokazte, Ze
trojihelniky ABC a A;BC; jsou podobné. (USA TST 2007)

Definice. Uvazujme trojuhelnik ABC' s opsistém O a kolmistém H. Jako H,, Hy
a H. oznacime paty kolmic z H na pfislusné téznice a jako O,, Op a O, oznacime
paty kolmic z O na p¥islusné symediany.

Tvrzeni. Hy lezi na nésledujicich kiivkach:

Kruznice nad priimérem BH

TéZnice

KruZnice nad praumérem HG, kde G je tézisté

KruzZnice opsand AHC

Kruznice dotykajici se AC' v A a prochézejici B. (resp. dotykajici se v C)
Kruznice opsané AC'Mp a CA'Mp, de A’, C’ jsou paty kolmic z A a C a Mg
je stied AC.

Oy lezi na nasledujicich kiivkach:

KruZnice nad pramérem BO

Symediana

Kruznice nad pramérem OK, kde K je Lemoiniv bod (priseéik symediin)
Kruznice opsana AOC

KruZnice dotykajici se BA v B a prochazejici C. (resp. dotykajici se v BC v B
prochézejici A)

Tvrzeni. O, je stfed spiralni stejnolehlosti prevadéjici BA na BC.
Tvrzeni. O, a Hp jsou kamaradi.

Uloha 11. Je dan ostrothly trojihelnik ABC'. O kruznici k fekneme, Ze je Sikovnd,
pokud prochézi bodem B, protind strany BA a BC (pruseciky oznalime postupné
Xk, Yi) a navic prisecéik tsedek AYy a C Xy lezi na k. Dokazte, Ze vSechny Sikovné
kruznice prochézi pevnym bodem rtznym od B. (1KS 3 - Gb)
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Dalsi hratky s isogonal conjugates

Uloha 12. Elipsa s ohnisky P a @ se dotyka stran AABC. Ukazte, ze P a @ jsou
isogonal conjugates.

Uloha 13. Uvniti AABC lezi bod P takovy, Ze pokud si jeho priiméty na strany
BC, CA, AB si ozna¢ime jako D, E, F, pak DE | EF. Necht Q je ortocentrum
DBF. Ukazte, ze P a @ jsou isogonal conjugates vzhledem k AABC.

Uloha 14. Nechf P a Q jsou kamaradi v trojthelniku ABC. Ukazte, ze kruznice
opsané trojihelnikim APC a AQC jsou navzajem obrazy v inverzi pres kruZnici
opsanou ABC.

Uloha 15. V roviné trojahelniku ABC lezi kruznice k se stfedem X . Tato kruznice
protiné stranu AC v bodech B; a B>. Kruznici nad primérem By B, nazveme ky.
Analogicky vytvorime kruznice k, a k.. Potenéni stied k., ky a k. oznaéme jako Y.
Ukazte, ze X a Y jsou isogonal conjugates. (zobecnéné IMO 2008)

Uloha 16. Necht M a N jsou kamaradi v trojihelniku ABC. Ukazte, Ze

AM-AN+BM-BN+OM-CN_
AB-AC  BA-BC CA-CB

(IMO Shortlist 1998)

Uloha 17 (General Feuerbach Theorem). Body P a () jsou isogonal conjugates
v AABC a pritom plati, ze P, ) a O lezi na pfimce. Ukazte, Ze kruznice opsana
projekcim bodu P a @ na strany trojuhelniku se dotyké kruznice deviti bodi.

Uloha 18. Nechf P a @ jsou isogonal conjugates v AABC s kruznici opsanou €.

Prusecik BP s Q rizny od B ozna¢me D. Piimka DO protne AC a Q v M a N.
Pokud BA < BC, ukaite, 7e ZAMP = ZQNB. (Zobecnéné Rusko 2005)

Uloha 19. Koule vepsana, ¢tyisténu ABC D se dotyka strany ABC v bodé E. Koule
jemu pfipsana vzhledem k vrcholu D se dotyka strany ABC' v bodé F'. Ukazte, ze
E a F jsou kamaradi v trojuhelniku ABC. (MKS 33-7-7)

Lemma o isogonale

Lemma. Necht BP, BS a BQ, BR jsou dvé dvojice isogonal v trojihelniku ABC.
Prisec¢ik PR a QS oznac¢me jako X, prusecik PQ a SR jako Y. Pak BX a BY jsou
isogonaly.
Uloha 20. Necht BB’ je osa tihlu v trojihelniku ABC. Bud X libovolnybod na
BB’. Priseéik AX a BC, resp. CX a BA, ozna¢me A’, resp. C’. Necht AX protina
B'C’' v P a CX protind B'A’ v Q. Ukazte, ze /PBC = ZQBA.

(Turnaj mést 2006)

Uloha 21. Uhlopti¢ky lichobé&zniku ABCD s AB || CD se protinaji v bodé P. Bod
Q lezi v pasu uréeném AB a CD tak, ze P a @ lezi na opac¢nych stranach od pfimky
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CB, aplati ZCQD = ZAQB. Ukazte, ze /ZDQP = ZQAB.
(IMO Shortlist 2007)

Uloha 22. Necht ABCD je konvexni ¢tyitihelnik. V trojihelniku ABC oznaéme
jako I a J jeho vepsisté a A-ptipsisté. V trojahelniku AC'D oznaéme jako K a L
jeho vepsisté a A-pripsisté. Ukazte, ze prusecik pfimek I'L a JK lezi na ose thlu
BCD. (India Postals 2015)

Uloha 23. Necht ABCDE je konvexni pétitihelnik, ve kterém jsou trojahelniky
ABC, ACD a ADE podobné. Necht P je prusecik thlopticek BD a CE. Ukazte,
ze AP, je teéna v trojiuhelniku ACD. (IMO Shortlist 2006)

Uloha 24. Uhlopficky tétivového ¢tyftihelniku ABCD se protinaji v bodé P. Pro-
jekce bodu P na AB a CD oznac¢ime jako F a F. Necht Q) je prisecik CE a BF.
Ukazte, ze QP | EF. (USA TST 2012)

Uloha 25. Nechf X je libovolny bod v trojihelniku na strané AC trojthelniku
ABC'. KruZnice opsané trojihelnikim AXB a BXC protinaji strany AB a BC
podruhé v bodech P a Q. Necht B’ je obraz bodu B pies stranu AC. Priiseéik pfimek
AB’ a PX oznaéime Y, pruseéik pifimek CB’ a QX oznaéime jako Z. UkaZte, Ze se
piimky AZ, BX a CY protinaji v jednom bodé. (RMM 2016)

Uloha 26. Necht ABC je rtiznostranny ostrouhly trojihelnik a M, N, P jsou stiedy
stran BC, CA a AB. Osy stran AB a BC protinaji pfimku BN v bodech X a Y.
Pokud se AX a CY protinaji v bodé Z, ukazte, ze BM ZP je tetivovy ¢tyfuhelnik.

(USAMO 2008)

Uloha 27. Necht BH je vyska v trojihelniku ABC a H' je obraz H pies stied
AC. Pokud se te¢ny ke kruznici opsané ABC' v bodech A and C protinaji v bodé
X a kolmice na X H' v bodé¢ H' protinaji BA a BC postupné v Y a Z, ukazte, Ze
/ZXC = /Y XA. (fran TST 2015)

Schovani kamaradi

Uloha 28 (Pascalova véta). Necht ABCDETF je tétivovy Sestitihelnik. Necht X
Y, Z jsou postupné pruseciky pfimek AC' a DB, CF a BE, F'D a EA. Ukaite, Ze
X, Y, Z lezi na jedné primce.

Uloha 29. Uvnitf trojihelniku ABC je dan bod P. Necht A’, B’, C' jsou paty kolmic
z P na prislusné strany. Kruznice opsand AA'B’C’ protind stranu BC podruhé
v bod& A”. Na tise¢ce A” B’ nalezneme bod X takovy, ze /X AC = ZPAB. Ukajte,
e ZAXB = 90°. (iKS 1 - G3)

Uloha 30. Je dén tihel o velikosti o s hlavnim vrcholem A sevieny mezi polopfim-
kami uy a ug vychazejicimi z A. Uvnitf thlu ujus je ddn bod B neleZici na jeho ose
a je dana velikost thlu 3, kde a < 8 < 180°. Uvazme vSechny mozné dvojice bodu
X, Y takové, ze X € uy, Y € usg, A lezi mimo thel XBY a /X BY = (. Pak kazdy
z bodu A, B ma tu vlastnost, Ze vidi secku XY stéle pod stejnym thlem. Ukazte,
7e existuje tieti bod s touto vlastnosti. (iKS 4 - G6)
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Uloha 31. Je dan trojihelnik ABC a jeho kruznice opsana. Bod P je stiedem
oblouku BAC'. Kruznice nad prumérem CP protind osu thlu BAC' v bodech K a
L, kde AK < AL. Bod M je obrazem bodu L v osové soumérnosti podle pfimky
BC. Ukazte, ze kruznice opsana trojuhelniku BK M prochézi sttedem BC.

(CPS 2013)

Uloha 32. V konvexnim étyithelniku ABCD plati, Ze piimka BD neptli ani

thel ZABC, ani ZCDA. Bod P lezici uvnitt ABCD spliuje /PBC = ZDBA

a /PDC = ZBDA. Ukaite, ze ABCD je tétivovy pravé tehdy, kdyz AP = CP.
(IMO 2004)

Uloha 33. Nad stranami trojihelnika ABC sestrojime (ne nutné podobné) ob-
délniky ABDE, BCFG a CAHI, které s danym trojuhelnikem sdili pouze stranu.
Ukazte, Ze osy useCek HE, DG a F1I se protinaji v jednom bods. (MKS 38-2-8)

Uloha 34. Necht ABC je rtiznostranny ostrouhly trojihelnik a M, N, P jsou stiedy
stran BC, CA a AB. Osy stran AB a BC protinaji pfimku BN v bodech X a Y.
Pokud se AX a CY protinaji v bodé Z, ukazte, ze BM ZP je tetivovy ¢tyithelnik.

(USAMO 2008)
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Hinty

Hint 1. Diky isogondlnosti O s H a tétivovosti ABC'D je O1P 1L CD a analogicky pro
ostatni, z ¢ehoz plyne, ze O1 PO30 a O2P0O30 jsou rovnobézniky.

Hint 2. Bud je ABIH = ABIO, nebo je BOIH t&tivovy ¢tyttuhelnik.

Hint 3. Opsisté lezi na téZnici, takze ABC je bud rovnoramenny, nebo pravouhly - roze-
berte.

Hint 4. Ukazte ABOC ~ ABDH a pouzijte spiralni podobnost.

Hint 5. Pokud S je opsisté ABDE, pak BS 1 AC.

Hint 6. Vyuhlete, ze E je opsisté AACD.

Hint 7. Necht ACA:1C: je tétivovy. Bud Y kamardd X. Pak Y lezi na BO a zéroven je
trojuhelnik AY C' rovnoramenny, takze Y je opsisté.

Hint 8. BA a BC jsou teény ke kruznici opsané APC.

Hint 9. Dokreslete stifed AC' a vyuhlete.

Hint 10. Ukazte, ze trojuhelniky BMC a BT C4 jsou podobné, kde M je stred AC.
Hint 11. Je to bod H,

Hint 12. Pokud se elipsa dotykda AC v D, pak ZPDA = ZQDC'. Pieklopte Q podle stran.
Hint 13. Najdi Thaletovku a pak pouzij Six feet theorem.

Hint 14. Kdyz O, Op a Og jsou opsisté pfislusnych kruznic, vyuhlete, ze ZAOpO =
ZOAOgq.

Hint 15. Dokreslete st¥edy ka, ki a kc. Chordala je kolmé na jejich spojnici. St¥ed k lezi
na osach Bj Bz a dalsich dvou analogickych osach.

Hint 16. Dokreslete bod X takovy, ze BAM a BXC jsou podobné trojuhelniky. Dodélejte
pomoci podobnosti a Ptolemaiovy véty na ¢tyitelnik AMCX.

Hint 17. Necht PQ protina kruznici opsanou AABC v X a Y. Pak Simsonovy pfimky X
a Y jsou na sebe kolmé a protinaji se pravé v nasem bodé dotyku.

Hint 18. Dokreslete D’ € Q tak, ze DD’ || AC. S trochou thleni dostaneme APAD ~
AAQD’. Potom dostaneme APDM ~ AND'Q a AAMD ~ ANAD'.

Hint 19. Vepsana a pfipsana koule jsou stejnolehlé podle D. Pomoci toho a stejnych tecen
najdéte shodné trojuhelniky a dopocitejte thly.

Hint 20. BA’ je isogonalni s BC’, BX je isogonalni s BB’.

Hint 21. QD je isogonalni s QA, QC je isogonalni s QB.

Hint 22. C'J a CL jsou isogonaly v trojuhelniku ICK.

Hint 23. Pfimky BC a DFE jsou te¢ny ke kruznici opsané trojuhelniku ACD.

Hint 24. PFE a PF jsou isogonaly v tuhlu BPC.

Hint 25. Vyuhlete, ze LZAXZ = ZABC = ZY XC.

Hint 26. Ukazte, ze chceme, aby Z lezel na B-symediané. Vyrobte body R a @ tak, ze
RB 1 BC, QA 1 BA, a prusecik AQ a CR je Z. Pouzijte lemma na BX, BA, BC, BY.
Hint 27. Necht P je pata vysky z X a BA. Ukazte, ze PAH' je podobny XCB. Z toho
vyvodte, e XB a XH' jsou isogondly v CXY.

Hint 28. Trojuhelniky BYC a FYE jsou (nepfimo) podobné. Ukazte, ze X a Z jsou v
téchto trojuhelnicich ,,jakoby* kamaradi.

Hint 29. Dokreslete isogonal conjugate k P a pouzijte six feet theorem. Douhlete.
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Hint 30. Ten bod je isogonal conjugate k B vzhledem k (libovolnému) trojihelniku X AY".
Na dokézani toho, Ze je to pro vSechny ten samy bod, pouZijte definici isogonal conjugate
jako stfed kruznice opsané obraztim pfres strany.

Hint 31. Ukazte, ze K a L jsou isogonal conjugates a dothlete.

Hint 32. Body A a C jsou isogonal conjugates vzhledem k ABPD.

Hint 33. Opsisté AEH, BDG a CF1I si ozna¢me O4, Op a O¢. Kdyz H je stied stejno-
lehosti prevadéjici ABC na O4OpO¢, pak jeho kamarad v O 4OpO¢ je hledany bod.
Hint 34. Ukazte, Ze chceme, aby Z lezel na B-symediané. Ukazte, Ze bod, ve kterém se
protinaji kruznice skrz B, které se dotykaji AC v A, resp. v C, je kamarad Z.
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Konvergentni posloupnosti v N
Pavel Turek

Abstrakt. Definujeme si konvergujici posloupnosti a nauc¢ime se zakladni me-
tody, jak s nimi pracovat. Poté se podivame jak zdanlivé jednoduché tvrzeni
o celociselnych posloupnostech dokaze pomoci pfi feSeni uloh z teorie ¢isel. Na
zaver se seznamime s nekoneénymi fadami, jez mizeme uplatnit v rdznych exis-
tenc¢nich ulohach.

Limita posloupnosti

Definice. O posloupnosti realnych ¢isel (z,,) fekneme, Ze konverguje k redlnému
¢islu x, pokud pro kazdé € > 0 existuje prirozené N takové, Ze pro vSechna n > N
plati |z, — z| < e. V takovém piipadé se x nazyva limitou posloupnosti (x,) a tuto
skuteCnost zapisujeme jako lim,,_, -, x,, = =, popfipadé x,, — x pro n — co.

Definice. Posloupnost (x,,) je konvergentni/ konverguje, pokud existuje redlné z,
ke kterému (x,) konverguje. V opa¢ném piipadé iikdme, ze (x,) je divergentni/
diverguge.

Podstata limity je zjistit, jak se dana posloupnost chova pro vétsi a vétsi n. Po-
kud konverguje, tak bychom radi, aby konvergovala jen k jednomu ¢islu, coz souhlasi
s nasi definici:

Cviceni. Rozmyslete si, ze pro konvergujici posloupnost existuje pravé jedna jeji
limita.
Daéle by se hodilo, kdyby limity spliovaly jednoduché vztahy, které bychom

vvvvv

Sich. Nastésti nase definice toto umoznuje.
Tvrzeni. Pro (a,) a (b,) konvergujici posloupnosti s limitami a, respektive b, plati:

(i) (an + by) konverguje k a + b;
(i) (anby,) konverguje k ab;
(iii) pokud b # 0, pak (po vynechani kone¢né mnoho prvnich ¢lent) (Z—:) konverguje
k ¢,
b?
(iv) libovolna podposloupnost posloupnosti (a,,) konverguje k a;
(v) pokud a = b a (¢,,) je posloupnost spliwujici a,, < ¢, < b, pro vSechna dostateéné
velkd n, pak i (¢,,) konverguje k a (sandwich theorem);
(vi) pokud je f spojita funkce v a, tak f(a,) — f(a) pro n — oo;
(vii) pokud (a,) je posloupnost celych ¢isel, pak po vynechdni prvnich konecéné
mnoha ¢lent je (a,) konstantni.

MozZna jste si vSimli, Ze posledni ¢ast predchoziho tvrzeni se lisi od ostatnich
tim, Ze ndm nedava novou konvergujici posloupnost. Nicméné jak za chvili uvidime,
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diky ni mtzeme jednodusSe propojit realné konvergujici posloupnosti s tllohami z
teorie Cisel. Ale v tuto chvili zkusme radsi par jednoduchych piikladt na rozcviceni.

Uloha 1. Které z nésledujicich posloupnosti konverguji? A pokud konverguji, tak
jaké jsou jejich limity?

, kde F}, je n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

Uloha 2. Pokud (z,,) konverguje k x, uréete, zda-li nasledujici posploupnosti nutné
konverguji a pfipadné jaké jsou jejich limity:

1) |znl,

2) 11+$2+ +ﬂfn

3) lznl,

4) y(n), posloupnost, kterd obsahuje stejna ¢isla jako x,, ale v jiném pofadi.
Uloha 3. Neklesajici posloupnost pfirozenych ¢isel (ay,,) splituje lim,, o = 0.
Dokazte, Ze posloupnost (=) obsahuje vSechna piirozena ¢isla.

Koneéné se dostavime k tomu dilezitému, a to jak tohle vSe vyuzit. Urcit€ jste
se setkali s Gllohou, kde jste dokazali, Ze néjaka posloupnost pfirozenych cisel je ne-
rostouci, a tedy musi po ¢ase byt konstantni, a tim jste Glohu vy¥esili (anebo jste
se aspon posunuli sprdvnym smérem). OvSem proé¢ se omezit pouze na nerostouci
posloupnosti prirozenych ¢isel, kdyz mizeme totéz udélat pro konvergujici posloup-
nosti celych ¢isel. Nasleduje par jednodussich tloh, ale pfedtim jesté par tipt, jak a
kdy konvergentni posloupnosti pouzit:

e Konvergentni posloupnosti pomahaji u tloh, u kterych vite, Ze néjaka podminka

(hodnoty polynomu, délitelnost, ...) plati pro nekoneéné mnoho celych nebo
racionélnich Cisel.
Cisel, a zbyva ji néjakymi operacemi (napr. rozdil dvou néasledujicich clenu)
prevést na konvergujici posloupnost celych ¢isel. Takova posloupnost se ovsem
Casto da odhadnout, pfipustite-li, Ze dokazované tvrzeni plati a najdete néjakou
konstantni posloupnost.

Uloha 4. Cela &isla a a b jsou takova, Ze a2™ + b je druhé mocnina celého é&isla pro
vsechna pfirozend n. Ukazte, Zze a = 0. (Polské vybérko)

Uloha 5. M¢jme realné polynomy f a g stejného stupné. Pro kazdé realné z plati:

pokud f(z) je celé cislo, pak je i g(x). DokaZte, Ze existuji celd m, n, pro kterd
g(x) = mf(z) + n pro vSechna redlnd z. (Bulharska olympiada)
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Nekonecné rady

Definice. Pro realnou posloupnost (z,,) nekonecnou radou > ;- x; rozumime po-
sloupnost parcidlnich souétd s,, = Y ., ;. Poté podminka X (napf. konvergence)
plati pro fadu pravé tehdy, kdyz plati pro posloupnost parcidlnich souc¢ti. Specialné
pokud lim,,_, s, = s, tak piSeme Y ;o) z; = s.

Cviceni. Rozmyslete si:

e pokud > 7, ; konverguje, tak lim,_, - z, = 0;
e pokud Y77, |x;| konverguje, tak totéz plati pro Y o, z;.

Definice. O posloupnosti (z,,) fekneme, Ze jde k nekonecnu, pokud pro kazdé reélné
k existuje pFirozené N takové, ze |x,| > k pro vSechna n > N. PiSeme lim,,—, 00 z,, =
oo poptipadé x,, — oo pro n — oco. OvSem v takovém piipade () diverguje.

Tvrzeni. Pro kazdou rostouci posloupnost existuje jedineéné x € RU {oc} takové,
ze lim, o0 , = .

Dusledek. Pokud (z,) a (y,) jsou realné posloupnosti takové, Ze pro kazdé n plati
|€n| < yn, pak plati:

(i) existuji z <y € RU{oc}, pro které >y, =y a > o |z = 1;
(ii) pokud ;7 y; konverguje, pak i y .=, z; konverguje (v tomto piipadé staci aby
|| < yn pro vSechny dostatecné velké n).

Druhé c¢ast predchézejiciho disledku je klicova pro nékolik existencnich tloh.
Casto sta¢i postupovat sporem a dostat dvé fady kladnych redlnych ¢&isel, tak jako v
duasledku a poté ukazat, ze limity spliuji z = oo a y < 0o, coz da spor. Tudiz bude
se nam hodit znat néjaké rady, abychom se k tomu sporu dostali.

Uloha 6. Které z nasledujicich fad konverguji?

1) Y02 a™, v zavislosti na z;

2) >, n% v zévislosti na m € N (pro m = 1 dostdvame takzvanou harmonickou
fadu);

3) X2y 7 kde F,, je n-té Fibonacciho éislo;

DPINEE- 3

Uloha 7 (Cauchyovska posloupnost je konvergentni). O posloupnosti (z,,)
fekneme, Ze je Cauchy(ovskd), pokud pro kazdé £ > 0 existuje pfirozené N takové, Ze
| — x| < € pro v8echna m,n > N. Dokazte, ze kazda Cauchy(ovska) posloupnost
konverguje.

Uloha 8. Cel4 ¢isla a a b jsou vétsi nez 1. Ukaite, Ze existuje nasobek a, ktery
obsahuje vSechny cifry 0,1,...,b — 1 ve svém zapisu v soustavé o zakladu b.
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Ulohy

Uloha 9. Necht (a,,) je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, ktera splituje a,a; +
as + -+ ap—1 pro vSechna pfirozena n > 2019. Dokazte, Ze existuje IV, takové ze
an, = a1 +as + -+ a,_1 pro vSechna n > N. (Turnaj mést 2001)

Uloha 10. Pfirozené ¢islo m nazveme trojthelnikové, pokud existuje k& > 2 takové,
ze m = (g) Najdéte vSechny dvojice pfirozenych €isel (a,b), pro které an + b je
trojuhelnikové praveé tehdy, kdyz n je trojahelnikové.

Uloha 11. Celo¢iselné nekonstantni polynomy f a g jsou takové, ze f(n)g(n) pro
nekone¢né mnoho ptirozenych n. UkaZte, Ze g(x) = f(x)h(z) pro n&jaky polynom h
s racionalnimi koeficienty a vSechna x realné ¢isla.

Uloha 12. Kvadraticky polynom f splituje, Ze f(n) je druhou mocninou celého ¢isla
pro v8echna pfirozend n. Dokazte, Ze f je druhou mocninou polynomu s celoéiselnymi
koeficienty.

Uloha 13. Ukaite, Ze v rostouci posloupnosti (a, ) pfirozenych éisel spliujici a,, <
100n, pro vSechna n lze vybrat nekone¢né mnoho ¢lenti, které obsahuji 2019 po sobé
jdoucich jednicek.

Uloha 14. Necht a1, as, . . ., aj jsou kladna realna ¢isla takova, ze alesponi jedno neni
pfirozené. Ukazte, Ze pro nekoneéné mnoho piirozenych ¢isel n plati: n a [ain] +
lagn] + ...+ |axn] jsou nesoudélna.

Uloha 15. Dokazte, Ze neexistuje trojice celodiselnych kvadratick§ch polynomii
p, q, T, které by splnovaly, Ze pro vsechna cela ¢isla a, b existuje celé ¢ vyhovujici
p(a) +q(b) = r(c).

Uloha 16. Pro polynom p s celoéiselnymi koeficienty existuje posloupnost po dvou
riiznych pfirozenych ¢isel (a,,), spliujic: p(a1) = 0, p(az) = a1, plas) = as,...Jaky
je stupeti p? (Turnaj mést 2003)

Uloha 17. Mé&jme monicky polynom p s celoéiselnymi koeficienty takovy, Ze rovnice
p(x) = 2™ ma celoCiselné fesSeni pro vSechna pfirozena n. UkaZte, Ze p je linedrni.
(iKS 8-N2)

Uloha 18. Necht b je celé ¢islo vétsi nez 5 a definujme x, = 11...122...25 v
S——

n—1 n
soustavé o zakladu b. Dokazte, ze x, je druha mocnina celého ¢isla pro vSechna
dostatecné velka n pravé tehdy, kdyz b = 10. (IMO shortlist 2003)

Uloha 19. Koneéné mnoziny A a B kladnych redlnych &isel spliiuji, ze pro kazdé
prirozené n existuje pfirozené m takové, Ze soucet n-tych mocnin prvka A je roven
souc¢tu m-tych mocnin prvka B. Ukazte, ze existuje celé ¢islo k takové, ze prvky A
jsou prvky B umocnéné na k.

Uloha 20. Cela éisla a, b jsou vétsi nez 1 a pro vsechna pfirozena n plati a” — 1 |
b" — 1. Dokazte, Ze b je mocnina a.
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Uloha 21. Najdéte vsechny realné polynomy f takové, Ze pro pFirozené n sestéva-
jiciho pouze z 1 plati, Zze i f(n) se sklada pouze z jednicek. (Putnam 2007)

Uloha 22. Necht s,(n) znadéi ciferny soudet n zapsaného v soustavé o zdkladu
b. Ukazte, ze pro kazdé prirozené n existuje prirozené N takové, ze pro jakékoliv
2 < b <2047 sp(N) < n. (Irdnské vybérko 2010)

Uloha 23. Najdéte vSechny monické polynomy f, které spliuji: pro kazdé a a b
pfirozena (isla existuje tfeti ptirozené ¢islo ¢ vyhovujici f(a)f(b) = f(c).

(Irénské vybérko 2007)
Uloha 24. Najdéte viechny trojice (a,b,c) pfirozenych éisel, které pro viechna
prirozend n spliiuji a - 2™ + b | ¢ + 1.
Uloha 25. Definujme 7(n) jako pocet prvoéisel neptesahujicich n (napiiklad 7(20) =
8). Dokazte, ze pro nekoneéné mnoho n plati, ze w(n) déli n.
Uloha 26. Najdéte vSechna celd ¢isla a, b, ¢, pro kterd a-4" +b-6" +c-9" je druhou
mocninou celého ¢isla, pro vSechna dostatecné velka n.

Uloha 27. Necht f a g jsou realné polynomy spliiujici pro kazdé realné y: f(r) =y
mé raciondlni feseni pravé tehdy, kdyZ g(z) = y mé raciondlni feSeni. Ukazte, Ze
existuji raciondlni ¢isla a, b takovd, Ze f(x) = g(ax + b) pro vSechna redlné x.

Literatura a zdroje
[1] Andreescu, Dospinescu: Problem from the Book, XYZ Press, 2010

[2] Navid Safaei: Unexpected Applications of Mean Value Theorem(s) in Number
Theory, Mathematical Reflection, 2018

61



Hinty

Hint 1. 1) Dilezité jsou stupné danych polynomi. 2) Rozdil ¢tvercii. 3) Mrknéte na podil
po sobé jdouch ¢leni. 4) Pokud konverguje, tak k ¢emu, vyuzijte sandwich theorem.

Hint 2. 1) ano |z| 2) ano « 3) ne 4) ano x

Hint 3. Uvazte A, = {n € N: fma > %}, abyste nasli m ve finalni posloupnosti.

Hint 4. Vyuzijme, Ze a2""? + b je skoro 4(a2™ + b).

Hint 5. Ziskejte posloupnost z,, ve které se f rovna n. Jakd bude posloupnost g(zn)
pokud g(z) = mf(z) +n?

Hint 6. 1) Co je vétsi: |z| nebo 1?7 2) Pro n = 1 rozdélte do skupinek o 1, 2, 4, 8, 16, ...
¢lenech, pro n = 2 uvazte » - ; ﬁ 3) Vyuzijte 1) a @ = 5. 4) Vyuzijte 2) an = 2.
Hint 7. Za¢néte nalezenim konvergujici podposloupnosti: zvolte dobrou posloupnost (ey),
aby jste se dostali ke konvergujici fadé rozdilu.

Hint 8. Sporem, ukazte, ze fada vétsi nez harmonicka konverguje.

Hint 9. @92 Ttnot Yegy

Hint 10. Zaméite se na rozdily nasledujicich ¢lent posloupnosti x, ziskané z (z") =

2
a(y) +b.

Hint 11. Vydélte g polynomem f a zamérte se na podil zbytku a f.

Hint 12. Definujte rozumnou posloupnost celych ¢&isel (z,,). Ziskejte konvergujici posloup-
nost celych &isel z z, — av/n, kde a je vedouci koeficient f.

Hint 13. Sporem, vyuzijte, Ze harmonicka fada diverguje, takze musi i kazda vétsi.

Hint 14. Zamérte se na n prvocisla, aby se soudélnost zménila na délitelnost.

Hint 15. Diskriminant r(z) — p(a) + ¢(b) pro proménou z spole¢né s tlohou 6 pomuze.
Hint 16. Klasicka vlastnost polynomu s celociselnymi koeficienty. Neni tfeba pouzivat
konvergujici posloupnosti, staci klesajici.

Hint 17. Pro rozumnou posloupnost celych &isel (zr) se zaméite na limity sestavajici z xp
a Tp4k, kde k je stupen f. Nakonec pouzijte zakladni vétu algebry.

Hint 18. Rozdil odmocnin konverguje.

Hint 19. Nejdiive dokazte, Zze nejvétsi prvek A je k-tou mocninou nejvétsiho prvku B
pomoci vhodné volby podilti soucttt mocnin prvki jedné z mnozin a spojitosti logaritmu.
Pak najdéte vztah mezi m a n.

Hint 20. Najdéte dobrou posloupnost v piipadé b = a a b = a?. Pokracujte z dalsimi
mocninami (posloupnosti vypadaji celkem osklivé, ale to nevadi :D), dokud nedostane prvni
(po ¢ase) nulovou posloupnost. Nakonec dokazte ab.

Hint 21. Cislo ze samych jednicek = % a spojitost logaritmu.

Hint 22. Sporem, indukci ukazte, ze vhodné fada konverguje.

Hint 23. Vyfesili jste ulohu 177

Hint 24. Vyfesili jste tlohu 207 Tentokrat se hodi vyuzit, Ze jediny nasobek 2% mens{ nez
2F+1 je 2%, K nalezeni a, b méjte prehled, jaké jsou limity vasich posloupnosti.

Hint 25. Nejdiive ukaite, Ze souéet prvocisel mensich n je mensi nez 4" 1. Vyuzijte tGlohy
3.
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P-adické hodnoty a Lifting The Exponent Lemma
Akos Zdhorsks

Abstrakt. Pri dokazovani delitelnosti aj rovnosti sa nam hodi vediet, jak moc
jedno ¢islo deli to druhé. K urceni tohoto nam sluzi p-adickd hodnota alebo p-
valuacia ¢isla. Na prednaske sa podivame na niektoré vety a tvrdeni, ktoré nam
pocitanie s p-valuaciami ulahcéuja.

Definicia. v,(n) =k <= p" || n ak p* | n a p"*!{n.

Tvrdenie. Rozmyslite si:

e v,(a =+ b) > min{v,(a),v,(b)} a pre v,(a) # v,(b) nastava rovnost.
o uy(ab) = v, (a) + vy ).

e ak a | b, tak Vp : vy(a) < v,(D).

o vy(ged(aq, ..., an)) = min{vy(as,...,vp(ay))}.

e v,(lem(ay, ..., an)) = max{vy(ai,...,vp(an))}

Lema. Nech mame x, y celé &isla, n prirodzené ¢islo a prvodislo p také, ze ged(n, p) =
1,plz—y,pta, pty. Potom

vp(a" —y") = vp(x — ).
A dalej pre neparne n a p | x + y namiesto p |  — y plati

vp(x"™ +y") = vp(x + y).

Lema (Lifting The Exponent). Nech je p > 2 prvocislo a x, y celé ¢isla také, ze
plr—yaptx pty. Potom

vp(a” = y") = vp(x — y) + vp(n).
A tieZ pre nepdrne n a p | x + y namiesto p | x — y plati

vp(x" +y") = vp(z +y) + vp(n).

Lema (¢o s dvojkou?). Nech z, y st neparne ¢isla také, ze 4 | x —y a n prirodzené,
potom
v2 (2" = y") = va(x — y) + va(n).

A pre 2 | z — y mame
va(z" —y") = va(x —y) +v2(z +y) + v2(n) — 1.
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Tvrdenie (Legendrova formula).
| n
vp(n!) = Z {kJ .
=1 LP
Veta (Lagrange). Nech p je prvoéislo a n = agp”® + a;p*~?
¢isla n v p-¢kovom sustave. Potom
n—(ag+ar+--+ag)
p—1 '
Veta (Kummer). p-adickd hodnota (:1) sa rovnd poctu prenosov pri s¢itani ¢isla
m an —m v p-Ckovom suistave.

-o-+agp_1p+ ay zapis

vp(n!) =

Veta. Nech p je prvoéislo, potom poéet binomickych koeficientov (3), (1), (,”,).

VARV n—1
(n) Je

n+1—(ng+1)(n1+1)---(np+1).

kde ng, - -+, ny su cifry n v p-¢kovom sistave.

vp(nt) < {”_1]

p—1

Tvrdenie.

Ukazkové ulohy
Ukazka. Najdime VSetky prirodzené riesenie rovnice

a) n! =29 4 2°.
b) nl =29 — 2,
(KsMaL B.4830,B.4839)

Ukézka. Urcte vSetky trojice prirodzenych ¢isel (a, b, ¢) takych, ze ab — ¢, be — a,

ca — b st celociselné mocniny 2. (IMO 2015/2)
Ukazka. Nech a1,as, - je nekoneénd postupnost prirodzenych éisel. Predpokla-
dajme, zZe existuje celé ¢islo N > 1 také, ze

a a Gy a

s + 22 I 1 + 2

az  as an ai

je celé pre vsetky n > N, tak existuje M, ze a,, = ay+1 pre vSetky m > M.
(IMO 2018/5)

Na rozhrievanie

Dokaz 2™ 1 n! a vSeobecne pre prvocislo p plati p™ 1 ((p — 1)n)!.

N4jdi vSetky n také, ze 21 | nl.

Dokaz, ze existuje nekonecne vela prirodzenych m takych, ze m—wvq(m!) = 2015.
Dokaz: n+ 1| (*").

Najdi vsetky n pre ktoré (2:) je péarne, ale nedelitelné 4.

Dokaz, ze pocet neparnych c¢isel v Pascalovom trojuholniku v kazdom riadku je
mocnina dvojky. Najdi vSetky cisla n, pre ktoré n! konéi prave na 2015 niul.
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Ulohy

Uloha 1. Dokaz, Ze ked st a, n prirodzené a p je neparne prvoéislo také, ze a? = 1
(mod p"), tak a =1 (mod p"1). (Unesco competition)
Uloha 2. Nech P, = (19+92)(19% +922) ... (19" + 92"). Existuje m, 7e 3333 | P,,
?

a—b°

a—b °

Uloha 3. Pre prirodzené ¢isla a, b, c ukaz, ze ak c | a® — b°, tak c |

Uloha 4. Doké# pre n prirodzené identitu:

(n+1)1cm<(g>, (T)(nnl)(z» =lem(1,2,...,n+1)

<2n>!<2m>'! celé &islo.

Uloha 5. Dokaz, 7e pre vietky nezaporné n, m je Aminm)t

Uloha 6. Dokaz, e existuja konstanta c také, Ze ked pre prirodzené &isla a, b, n
plati a! - b! | n!, potom a + b < n+ ¢ log(n)

Uloha 7. Pre prvodislo p a prirodzené n dokaz, ze sGéin

1 2ﬁ1 < p2i
2 1 (@-v("1))
P pr
2ti
je celé ¢islo nedelitelné s p.
Uloha 8. Dokaz, ze pre prirodzené a, b, ¢, d spliiajice ab = cd plati

ged(a, ¢) - ged(a, d) = a - ged(a, b, ¢, d).

(Polskd MO)

Uloha 9. Nech p je prvoéislo a a prirodzené, najdi vietky n také, ze 2P + 37 = "
(Irskd MO)

Uloha 10. N4jdi vietky riesenie rovnice (n—1)!+1 = n™ na mnoZine prirodzenich
Cisel.

Uloha 11. Najdi vietky n, pre ktoré plati 2" | 3" — 1

Uloha 12. Nech st n, ¢ prirodzené é&isla také, Ze vSetky netrividlne delifele ¢ st

.....

(¢-=1)-(¢g—1)---(¢"'=1)=0  (mod n).
(Rumunské vyberovka)
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Uloha 13. Dok, 7e pre vietky n plati n! | [],_ 1(2” — 2",

Uloha 14. Nech p je prvodislo, néjdi vsetky n, pre ktoré p nedeli [T,_, (})
(Luxemburska MO)

Uloha 15. Doka#, 7e pro ziadne n > 1 neplati n |27t +1
Uloha 16. Najdi vietky a, n také, Ze 4(a™ + 1) je tretia mocnina.

Uloha 17. N4&jdi vSetky prirodzené n, pre ktoré existuji prirodzené z, y také, Ze

ged(z,y) =1, k > 1 a 3" =k +y~. (Rusk4a MO)
Uloha 18. Nech m > 1 an splituje n | a™ — 1 pre vietky a nestdelitelné s n. Dokaz,
7e n < 4m(2™ — 1) a najdi vetky pripady rovnosti. (Rumunské vyberko)

Uloha 19. Dokéz pre n prirodzené a a, b celé
n!'| a(a +b)(a+2b)---(a+ (n—1)b)p" "
(IMO ShortList)
Uloha 20. Na&jdi v8etky prirodzené n, pre ktoré je 2 celé cislo.

Uloha 21. Existuje také n prirodzené, ze n mé presne 2000 prvoéiselnych delitelov
an|2"+1 (IMO 2000)

Uloha 22. Nech 0 < a; < --- < a, st celé. Najdi najviicsie m, pre ktoré existuju
¢isla 0 < by < --- < by, také, Ze splauju

LRI
k=1 k=1

a zaroven
n

[Tew=TTn

k=1

Uloha 23. Dokaz, ze pre kazdé n > 5 plati, ze n! je delitelné poétom svojich
delitelov. (Erdos Pal)
Uloha 24. Né&jdi vietky prirodzené rieSenia pre x, y, z rovnice 22009 4 42009 — 72,

Uloha 25. Rozhodni, ¢ je pravda: Ako a je kladné celé éislo vicsie ako 1, tak
vp(a?™! — 1) = 1 pre nekonecne vela g.

Je to pravdepodobne otvoreny problém. (V 2015 to bol.)

Uloha 26. mg,m1,...,m, a ng, N1, ...,n, st cifry m respektive n v zépisu v p-

¢kovom sustave. Dokaz
m o \Mmi

(Lucas 1878)
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Par IMO srandiek pre nudiacich

Uloha 27. Né&jdi najviicsiu mocninu 1991, ktory deli

11990

19901991777 | 19991991"%

(IMO ShortList 1991)

Uloha 28. Nech st z, y, p, n, k prirodzené, Ze n je nepane a p je neparne prvodislo.

Potom ak z™ + y™ = p¥, tak n je mocninou p. (Rusko 1996)
Uloha 29. Nech je p prvoéislo a m > 1 prirodzené. Ukaz, ze ak pre nejaké z,y > 1
mame m
aP+y? (r+ty
2\ 2
tak m = p. (Balkan 1993)

Uloha 30. Nech je p # 3 prvocislo, a celé ¢isla a, b také, ze p | a +b a p? | a® + b3.
Uké4z, ze p? | a + b alebo p? | a® + b3. (Romanian Junior Balkan TST)

Literatura a zdroje

[1] Kuba Svoboda: p-valuace (iKS 2015, Kunzak)
[2] Amir Hossein Parvadi: Lifting the exponent lemma
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Hinty

Hint 1
Hint 2
Hint 3
Hint 4
Hint 5.
Hint 6
Hint 7
Hint 8
Hint 9

delitelmi.

Hint 22.
Hint 23.

Lagrange

Hint 24.

Hint 26

. Pre nepérne prvoéisla ide LTE dost Iahko pouzit. .. Dalej 1 = 1%.

. Proste na to hod LTE a bude to.

. Rozdel tlohu na dva pripady: ¢ | a — b a ten druhy.

. Pouzitie Kummera ti poméze.

Skus na to hodif Lagrangea.

.V prirodzenych je dvojkovy logaritmus prirodzenejsie, ako prirodzeny.
. Proste spocitaj vp.

. Proste evaluacia a rozoberanie pripadov.

.n=1

Hint 10.
Hint 11.
Hint 12.
Hint 13.
Hint 14.
Hint 15.
Hint 16.
Hint 17.
Hint 18.
Hint 20.
Hint 21.

No, zaujimavé, Ze kazdé p®, ktoré deli n, deli Tav stranu prave m-krat.
Priamodiaré pouzitie LTE!

Maly Fermat, trochu odhadovania.

Vezmi vSetky p < n, pre ne spocitaj v, oboch stran.

Vysktsaj pre dvojku a odvod nieco.

Rozloz na prvodisla a divaj sa va(p — 1).

a =1 je jediné.

x+y=3"

Fermatove &isla 22"

Je to iba trojka.

N4jdi si pekné ¢islo s jednym prvodéiselnym delitelom. Vytvor z toho éislo s viac

m<n
Chceme si nejak dobre vyjadrit pocet delitelov. s tym by ndm mohol poméct
...a pre kazdé prvocislo je to mensie, ako nieco.
Co tak spocitat v7?
. Ak sa vdm uZ nechce robit tedrie ¢isel, hodte na to generujici funkce. Inaé

1+x)P=1+2" (modp).
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